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1 序
３次元多様体の基本群のPSL(2, C)表現（または SL(2, C)表現）の共役

類のなす空間は character varietyと呼ばれている．Culler-Shalenは char-
acter varietyの ideal pointに対応して incompressible surfaceが存在する
事を示した [Cu-Sh]．この理論の応用として cyclic surgery theoremなど
の重要な定理が得られている [CGLS]．

Culler-Shalenの理論は非常に強力である一方，具体的な３次元多様体
に対してその理論を適用して incompressible surface を見つけるのは難し
い．本稿では３次元多様体の理想四面体分割 (ideal triangulation)を用い
て ideal pointを発見する方法について解説する．応用として結び目の補
空間の boundary slopeの計算例をあげる．

2 Character variety

N をコンパクトで向き付け可能な３次元多様体とする．R(N)を π1(N)
のPSL(2, C)表現全体の空間とする．（Culler-Shalen理論においてはSL(2, C)
表現を考えることが多いが本稿ではPSL(2, C)表現の空間を考える．Culler-
Shalenの理論は SL(2, C)の場合と同様に成り立つ [Bo-Za]．）R(N)には共
役ρ !→ g−1ρgをとることによりPSL(2, C)が作用する．R(N)のPSL(2, C)
作用による商空間 X(N) は character variety と呼ばれている．この空
間は C[R(N)]PSL(2,C)（R(N)の座標環の PSL(2, C)で不変な元）の定め
る代数的集合として実現される．γ ∈ π1(N)に対して characterの 2乗
ρ → (tr(ρ(γ)))2はPSL(2, C)による共役で不変なのでC[R(N)]PSL(2,C)の
元である．これを τγ と書く．C[R(N)]PSL(2,C)は τγ によって生成される
ことが知られている [Cu-Sh]，[He-Po] （故に character varietyと呼ばれ
る）．３次元双曲空間H3の向きを保つ isometryはPSL(2, C)と同形であ
る．そのためN が双曲多様体であるときにはX(N)は離散忠実表現 [ρ0]
を含む．[ρ0]を含む componentはアファイン代数曲線になることが知ら
れている．
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＊　このノートで N は，向き付け可能で境界がトーラスである３次元多様体であると仮定しています。例えばカスプが１つの双曲３次元多様体は N の内部と同相になります。N の定義を書き忘れてしまったために，文章が読みにくくなってしまった事をお詫び申し上げます。



3 Ideal points

Cをアファイン代数曲線とする．Cをコンパクト化して smoothにした
ものを C̃ とかく．φ : C̃ → C を双有理写像とするとき C̃ − φ(C)を ideal
point と呼ぶ．直感的には ideal pointとはCの極限の点である．C[C]を
Cの関数環，C(C)をその商体とする．C̃の点 xに対して xにおける order
をはかることによって discrete valuation v : C(C) → Zが対応すること
が分かる．vは v(x1x2) = v(x1) + v(x2)，v(x1 + x2) ≥ min(v(x1), v(x2))
をみたす．とくに ideal pointに対応する valuationはある f ∈ C[C]につ
いて v(f) < 0をみたす．
以下 character varietyの ideal pointについて述べる．このとき ideal

pointは基本群のPSL(2, C)表現の “極限”と解釈できる．ideal pointに対
応する valuationを vとすると，ある γ ∈ π1(N)に対して v(τγ) < 0が成立
する．PSL(2, C)表現が双曲構造からくる場合には (tr(γ))2は γの長さと
関係することを考えると，v(τγ)はPSL(2, C)表現が ideal pointに近づく
ときの γの長さの発散の orderを測っていると解釈できる．Culler-Shalen
は ideal pointに対応して π1(N)の treeへの作用を構成しその dualとして
Nの incompressible surfaceが存在することが示した [Cu-Sh]．ideal point
に対応する valuationを vとすると v(τγ) ≥ 0となる基本群の元 γは対応
する incompressible surfaceと交わらないことがわかる．
ある γ ∈ π1(∂N)について v(τγ) < 0であるとする．このとき対応す

る incompressible surfaceは境界を持つことがわかる．このときある δで
v(τδ) = 0となるものが存在し，δは incompressible surface の boundary
slopeとなる．

3.1 A-polynomial

一般に ideal pointを求めることは難しい．理由の一つとしてPSL(2, C)
表現を扱いやすい形でパラメトライズする方法がないからである．しか
しながらA多項式という２変数多項式から ideal pointを求める方法が存
在する．∂N → N は表現の間の写像 X(N) → X(∂N)を定める．境界は
トーラスであるため境界の基本群の表現は生成元の固有値の値によって
記述できる．そのためX(N)はほぼ C∗ × C∗と同一視できる．X(N)の
C∗ × C∗での像は一般に１次元であり２変数多項式AM (L,M)を定める．
これは A多項式と呼ばれている [CCGLS]．AM (M,L) =

∑
aijM iLj と

したとき {(i, j)|aij '= 0}の R2 での凸集合をとったものは Newton多角
形と呼ばれている．この Newton多角形の各辺に対応して ideal pointが
存在する [CCGLS]．さらに対応する incompressible surfaceの boundary
slope はNewton多角形の辺の傾きに等しいことも示されている．
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このようにA多項式が分かってしまえば character varietyの ideal point
は簡単に見つけることができる．しかしながら A多項式の計算は非常に
難しい．また character varietyの情報を境界の表現に制限していること
から一般には character varietyより情報が減ってしまうことがありうる．

4 Ideal triangulation

H3 = {(x, y, t)|t > 0} を３次元双曲空間とする．CP 1 は H3 の無限
遠点と見なせる．CP 1 の異なる４点の H3 での凸包を理想四面体 (ideal
tetrahedron)と呼ぶ．以下，理想四面体には向きが指定されているものと
考える．(z1, z2, z3, z4)(zi ∈ CP 1, zi '= zj(i '= j))を理想四面体の頂点とす
る．理想四面体の辺 (z1, z2)に対して [z1 : z2 : z3 : z4] = (z3−z2)(z4−z1)

(z3−z1)(z4−z2) と定
めることで理想四面体をパラメトライズする事ができる．ここで (1, 2, 3, 4)
は理想四面体の向きと一致する順にとる．zi '= zj(i '= j)よりこのパラメー
タは 0，1にはならない．また g ∈ PSL(2, C)に対して [gz1 : gz2 : gz3 :
gz4] = [z1 : z2 : z3 : z4]が成立する．定義から (z1, z2)と (z3, z4)のパラメー
タは一致することがわかる．(z1, z2)のパラメータを z とすると (z1, z4)，
(z2, z3)のパラメータは 1

1−z，(z1, z3)，(z2, z4)のパラメータは 1 − 1
z に

なる．
K を３単体の有限集合を各３単体の境界の２単体をペアで張り合わせ

たものとする．K(i) をK の i-skeleton，N(K(0))を 0-skeletonの近傍と
する．K −N(K(0))がM に同相であるとき，KはN の (位相的)理想四
面体分割 (ideal triangulation)であると言う．理想四面体分割とは N の
境界で coneをとり，coneの頂点がK の唯一つの頂点になるように３角
形分割を与えたものとも言い換えられる．

nをK の３単体の個数とする．K の各３単体に理想四面体の構造を入
れる．各理想四面体のパラメータを zkとし，各理想四面体を∆(zk)で表
す．（実際には zkは理想四面体の辺の選び方に依存するが簡単のため省略
する．）eiをKの辺とする．N のEuler数は 0 であるので辺は n本ある事
が分かる．eiを共有する理想四面体の辺のパラメータは zk， 1

1−zk
，1− 1

zk

のいずれかである．そこで eiを共有する辺の複素パラメータをすべて掛
け合わせると，

Ri =
n∏

k=1

z
pi,k

k

(
1

1 − zk

)p′i,k
(

1 − 1
zk

)p′′i,k
=

n∏

k=1

(−1)p′′i,kz
r′i,k
k (1 − zk)r′′i,k

(r′i,k = pi,k − p′′i,k, r′′i,k = p′′i,k − p′i,k (i = 1, . . . , n))
(4.1)

とかける．これらの方程式は gluing equation と呼ばれる．各理想四面
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体のパラメータは対辺で同じであることと zk( 1
1−zk

)(1 − 1
zk

) = −1より
R1R2 . . . Rn = 1が成立する．よって本質的に n− 1個の gluing equation
のみを考えればよい．Kに対して deformation variety を次のように定義
する．

D(N,K) = {(z1, . . . , zn) ∈ (C − {0, 1})n|R1(z) = 1, . . . , Rn−1(z) = 1}.
(4.2)

以下 D(N,K) を D(N) と略す．(z1, . . . , zn) ∈ D(N) とする．∆(z1) を
H3 に実現し D(∆(z1)) ⊂ H3 とする．次に ∆(z1)と隣り合っている理想
四面体をH3にD(∆(z1))に隣り合うように置く．これを繰り返すことに
より developing mapD : Ñ → H3 が構成できる．γ ∈ π1(N) に対し，
D(γ(∆(z1))) = ρ(γ)D(∆(z1))と ρを定義すると ρは基本群の PSL(2, C)
表現を与える．初めのD(∆(z1))の置き方を変えると ρは共役で変わるだ
けなので，φ : D(N) → X(N)が well-definedに定まる．さらにこの写像
は代数的である事がわかる．

Ri = 1は zνと 1−zνの積という簡明な表示を持っている．そこでD(N)
の ideal pointを調べることにより X(N)の ideal pointを見つける事に
する．

例 4.1 N を８の字結び目の補空間とする．a, b, c, d を
Wirtinger表示の生成元とする．N は２つの理想四面
体に分割できる．各理想四面体のパラメータを x, yと
おくと，gluing equationは

xy(1 − x)(1 − y) = 1

で与えられる．N の基本群は

π1(S3 − 41) ∼= 〈a, b, c, d|bcb−1d−1 = 1, cac−1d−1 = 1, aca−1b−1 = 1〉
∼= 〈b, c|(c−1bcb−1)c = b(c−1bcb−1)〉.

という表示を持つ．D(∆(x))を (0,∞, 1, x)の４点の
凸包としてH3に置くと，

ρ(b) =
±1√

y(1 − x)

(
y(1 − x) 0

−1 1

)
, ρ(c) =

±1√
x(1 − y)

(
x(1 − y) xy

0 1

)
.

(x, y ∈ C − {0, 1}は xy(1 − x)(1 − y) = 1を満たす)

という表現が得られる．

c
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π1(∂N)の生成元M，Lをとる．Kの各理想四面体から頂点を切り取る
ことにより ∂Nには３角形分割の構造が入る．そこでM，Lを ∂Nの辺に
横断的に交わるように選んでおく．Mが ∂Nの辺を反時計回りに

回るとき z，時計回りに 回るときに 1/zをかけたものをM と書

く．同様に Lも定める．Riのときと同様にこれらは zk， 1
1−zk
，1 − 1

k の
積で書けるので

M = ±
n∏

k=1

z
m′

k
k (1 − zk)m′′

k , L = ±
n∏

k=1

z
l′k
k (1 − zk)l′′k (4.3)

と表すことができる．このとき ρは適当に共役をとることにより

ρ(M) =

(√
M ∗
0

√
M

−1

)
, ρ(L) =

(√
L ∗
0

√
L
−1

)
.

となるようにとれる．特に τM = M + M−1 + 2と τL = L + L−1 + 2が
成立する．結び目の補空間のときにはM，Lとしてメリディアンとロン
ジチュードをとる事にする．
D(N)はn変数のn−1個の方程式の表す代数的集合よりdimC D(N) ≥ 1

である．とくにD(N)は代数曲線を含むのでCuller-Shalen理論が適用可
能である．

5 主結果
この節ではD(N)の ideal pointの発見法を示す．D(N)の ideal pointで

は，ある理想四面体のパラメータ zkが 1, 0,∞のいずれかに収束する．vを
D(N)の ideal pointに対応した valuationとする．z1, . . . , znはD(N)上
の関数だから v(zk)はある整数になる．zk → 0のとき v(zk) > 0，zk → 1
のとき v(1 − zk)，zk → ∞のとき v(zk) = v(1 − zk) < 0となる．また
z1, . . . , znは gluing equationを満たすので

0 = v(1) = v(Ri) = v(
∏

z
r′i,k
k (1−zk)r′′i,k) =

n∑

k=1

(
r′i,kv(zk)+r′′i,kv(1−zk)

)

を満たす．v = (−v(1 − z1), v(z1), . . . ,−v(1 − zn), v(zn))とおくと

(r′i,1, r
′′
i,k, . . . , r

′
i,n, r′′i,n) ∧ v = 0 (i = 1, . . . , n − 1)

を満たす．ここで x = (x′
1, x

′′
1, . . . , x

′
n, x′′

n)，y = (y′1, y′′1 , . . . , y′n, y′′n)に対
して x∧ y =

∑n
k=1(x

′
ky

′′
k − x′′

ky
′
k)とした．（wedge積を使うのは [Ne-Za]の



公式にあわせるため．）ρ1 = (1, 0), ρ0 = (0,−1), ρ∞ = (−1, 1)と置くと
v = (a1ρi1 , . . . , anρin) (ik = 1, 0,∞, ak ≥ 0)と書ける．ρ1， ρ0， ρ∞
はそれぞれ zk → 0，zk → 1，zk → ∞の場合に対応する．valuationがこ
れらの式を満たす事は [Yo]で調べられている．そして実際に ideal point
があるときの，対応する incompressible surfaceの構成法が示されている．
しかしこれらの式を満たすものが本当に ideal pointから得られるかどう
かは解っていなかった．

I を I = (i1, . . . , in) ∈ {1, 0,∞}nで定義し degeneration index と呼ぶ．
前述したように degeneration indexは各理想四面体の退化の仕方を表し
ている．I に対し，

r(I)i,k =






r′′i,k (ik = 1)
r′i,k (ik = 0)
−r′i,k − r′′i,k (ik = ∞).

と定義する．r(I)i,k は zk → 1，0または∞のときに，Ri =
∏

z
r′i,k
k (1 −

zk)r′′i.k に寄与する部分を取り出したものである．次に

R(I) =




r(I)1,1 . . . r(I)1,n

...
...

r(I)n−1,1 . . . r(I)n−1,n



 .

とし，さらに

d(I)k = (−1)k+1det





r(I)1,1 . . . r̂(I)1,k . . . r(I)1,n
...

...
...

r(I)n−1,1 . . . ̂r(I)n−1,k . . . r(I)n−1,n





と定義する．このとき degeneration vector を次のように定義する．

d(I) = (d(I)1, d(I)2, . . . , d(I)n) (∈ Zn ⊂ Rn).

このとき d(I)は

(r′i,1, r
′′
i,k, . . . , r

′
i,n, r′′i,n) ∧ (d(I)1ρi1 , . . . , d(I)nρin) = 0

を満たすことが簡単な計算により解る．よって d(I)k ≥ 0がすべての kに
対して成立すれば (d(I)1ρi1 , . . . , d(I)nρin)は valuationの満たすべき性質
を満たしている事になる．ここで次の定理が成立する：

定理 5.1 ([Ka]) すべての k = 1, . . . , nに対して d(I)k > 0（または，す
べての k = 1, . . . , nに対して d(I)k < 0）ならば対応する ideal pointは存
在する．このとき c = gcd(d(I)1, d(I)2, . . . , d(I)n)とすると d(I)に対応す
る ideal pointは c個ある．



この定理で見つかる ideal pointのvaluationをvとすると，v(zk) = d(I)k/c

が成立する．zkはD(N)上の有理関数なので写像 zk : D̃(N) → CP 1と見
なせる．このとき ideal pointは zk によって ik(= 0, 1,∞)にうつされる．
d(I)k/c = v(zk)は ideal pointにおける zkの分岐の数と一致する．
定理の証明はd(I)に対応したweighted projective spaceにD(N)を埋め

込む事によって与えられる．このとき無限遠のdivisorとD(N)をweighted
projective spaceでコンパクト化したものとの交点が容易に計算でき，実
際に ideal pointを構成できる．
最後にD(N)の ideal pointとX(N)の ideal pointの関係について述べ

る．xをD(N)の ideal pointとする．φ : D(N) → X(N)により φ(x)は
X(N)の点を与える事がわかる．これがX(N)の ideal pointに対応して
いる事を確かめるのには，ある γ ∈ π1(N)に対して v(τγ) < 0である事
を示せばよい（vは xに対応する valuation）．そこで境界での基本群の元
M，Lの τM，τLについて調べてみる．まずD(N)上の関数M，Lにつ
いて，vをとると (4.3)より

v(M) =
n∑

k=1

(
m′

kv(zk) + m′′
kv(1 − zk)

)

が成立する．定理の注により v(zk)，v(1 − zk)の値がすべて計算できる
ので v(M)の値も計算できる（v(L)も同様）．ここで v(M) '= 0ならば
τM = M + M−1 + 2から v(τM) < 0がわかる．よって v(M) '= 0また
は v(L) '= 0ならば φ(x)はX(M)の ideal pointであることがわかる．さ
らに [CCGLS]により−v(L)/v(M)が対応する incompressible surfaceの
boundary slopeを与えている事がわかる．

6 例
この節では (−2, 3, 7)-pretzel結び目に対して定理を適用する．結び目の

補空間の理想四面体分割はSnapPea[We]を用いて与える事ができる．また
snap[Go]を用いると gluing equationを表示することができる．(−2, 3, 7)-
pretzel結び目の場合，３つの理想四面体に分割できて gluing equationは

(1 − z0)−2z−1
1 z−1

2 = 1, z0(1 − z1)(1 − z2) = 1

で与えられる．また境界では

M = (1 − z1)−1(1 − z2), L = (1 − z0)−2(1 − z1)18z−2
2 (1 − z2)−18

となる．ここで定理の条件を満たす degeneration indexを求めると図 1に
なる．



degeneration indices degeneration vectors (v(M), v(L)) boundary slopes
(∞, 1, 0) (1, 1, 2) (1,−16) 16
(∞, 0, 1) −(1, 2, 1) (−1, 16) 16
(1,∞, 1) (1, 2, 2) (−4, 74) 37/2
(1, 1,∞) −(1, 2, 2) (4,−74) 37/2
(0,∞, 0) −(1, 1, 1) (−1, 20) 20
(0, 0,∞) (1, 1, 1) (1,−20) 20

図 1: (−2, 3, 7)-pretzel knotの ideal point．

7 応用
この節では主定理を用いてboundary slopeを計算する．結び目の補空間

のboundary slopeに関しては多くの研究がなされている．boundary slope
全体の集合は有限集合であることが知られている [Ha]．さらに Hatcher-
OertelによりMontesinos結び目の boundary slopeを求めるアルゴリズム
が知られている [Ha-Oe]．特に 10交点以下の結び目に対しては Dunfield
により実際に boundary slopeと incompressible surfaceの表が得られてい
る [Du]．一方Montesinos結び目でない結び目の boundary slopeはほとん
ど知られていない．そこでここでは 10交点以下の結び目のうちDunfield
の表 [Du]に載っていない結び目の boundary slopeを計算する．
主定理により各 degeneration indexごとに degeneration vectorを計算

して定理を満たしているかどうかを確認すればよい．基本的に行列式の計
算だけなので簡単にプログラムを書くことができる．なんの工夫もせず
に計算すると 3n個の degeneration indexに対してそれぞれ degeneration
vectorを計算し，定理の条件を満たすものを探せば良い．現在の標準的
なコンピュータであれば理想四面体の数が 15個程度なら計算可能である．
だいたい理想四面体の数が 10個までなら数秒以内，13個なら 1時間程度，
15個なら半日くらいで計算できる．結果を図 2に示す．これらの結び目に
対してA多項式を求める事は相当困難である事を注意しておく．snap[Go]
には 17交点以下の結び目のデータが入っているのでそれを利用した．10
交点以下の結び目のうち補空間が 15個以下の理想四面体に分割可能な場
合のみ計算した．この表に載っている boundary slopeは boundary slope
の一部であり全部を求めたものではないことを注意しておく．またどの結
び目の補空間も Seifert曲面による 0-slopeをもつことも注意しておく．
トーラス上の単純閉曲線の集合はQ∪ 1/0と同一視できる．結び目の補

空間の boundary slopeの間の差の最大値は diameterと呼ばれている．交
代結び目の場合２つの checker board曲面が incompressible surfaceであ
ることが知られていて，それらの boundary slopeの間の距離は交点数の
２倍に等しい．交代Montesinos結び目の場合はこれらの checker board



曲面の間の距離が diameterを与える [Ic-Mi]．またすべてのMontesinos
結び目の diameterは交点数の２倍以下である事も知られている [Ic-Mi]．
一方，図 2を見ると diameterが交点数の２倍以上あるものが多く存在す
ることがわかる．このような例はこれまでに発見されていなかったようで
ある．
また交代結び目のboundary slopeでこれまでに知られているものは偶数

となるものだけであった．（すべての有理数に対してある結び目が存在して
boundary slopeとして与えられることは知られている．）交代Montesinos
結び目に関しては boundary slopeは偶数であることがわかる．一方，図
2を見ると交代結び目でも有理数の boundary slopeを持つものがあると
わかる．
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Alternating knots

knot boundary slopes
816 2, 6, 16
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10108 −2, 0, 11

Non-alternating knots

knot boundary slopes
947 16
949 15
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10152 −22
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10160 26/3, 12, 18
10162 −2, 18, 20
10163 −7, 5
10164 −12, 16, 18, 24
10165 −22, 6, 14
10166 8

図 2: Boundary slopes of non-Montesinos knots
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