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Abstract. This is a short note in Japanese to understand Agol’s works on the Virtual Haken Conjecture
and the Virtual Fibering Conjecture. This is just a survey note, contains no new results and contributions.

1. 予想の概観

このノートの目標は，次の定理の証明を理解する事である：
定理 1.1 (Agol, Wise). M を有限体積である完備３次元双曲多様体とする．このときM の有限被覆M ′ → M
でM ′ が S1 上の曲面束となる物が存在する．
これは Thurstonが [Thu82]の中で提出した 24の問題でも特に有名な物で virtual fibering conjectureとし

て知られている．M の有限被覆をとったときにある性質 Pが成り立つときM は virtualに Pであるという．
Thurstonはこの他にも virtual Haken予想や virtual b1 > 0予想について述べている．その中でも上の定理が
最も強い物である．この節では３次元多様体の基本的な定義の復習から始め，予想の内容，証明の概略につい
て述べる．

1.1. 基本的な定義. このノートではとくに断りのない限り３次元多様体は向き付け可能であると仮定する．
定義 1.2. M を向き付け可能なコンパクト３次元多様体とする．

• M に埋め込まれた球面がM に埋め込まれた球の境界となるとき，M を既約という．
• F を曲面とする．埋め込み F → M は ∂F ⊂ ∂M で F が ∂M に直交しているとき proper であるとい
う．このノートでは曲面の３次元多様体への埋め込みは properな物のみを考えることにする．

• F を球面または円板でない向き付けられた曲面とする．埋め込み i : F → M は i∗ : π1(F ) → π1(M)
が単射であるとき圧縮不可能（incompressible）であるという．

• 既約な３次元多様体M が圧縮不可能曲面を含むとき，M は Haken であるという．
• π1(M)が部分群として Z × Zをもつとき，それが境界の基本群の部分群に共役となるならば，M は

atoroidal であるという．
次の事実はよく知られている．

命題 1.3. M( ̸= B3)を向き付け可能なコンパクト既約３次元多様体とする．
• ∂M ̸= ∅なら b1(M) > 0．
• b1(M) > 0ならM は Haken多様体．

∂M ̸= ∅ =⇒ b1(M) > 0 =⇒ M は Haken

一番目の主張は次のように示される．M の境界に関するダブルを M̂ とするとこれは閉 3次元多様体である
事から 2χ(M)− χ(∂M) = χ(M̂) = 0．　よって 2χ(∂M) = χ(M)．M は既約である事から境界に球面を持た
ないので χ(∂M) ≤ 0．b3(M) = 0より b1(M) = 1+ b2(M)−χ(M) = 1+ b2(M)− 2χ(∂M) ≥ 1+ b2(M) ≥ 1．
二番目の主張はH2(M, ∂M ;Z)の非自明なホモロジー類を実現する曲面から圧縮不可能曲面が構成できること
から従う．例えば [Hat, Lemma 3.6]，[Hem76, Ch. 6]，[Jac80, Th. III.10]を参照．
断面曲率が一定で −1である完備リーマン多様体を双曲多様体という．具体的には H3 の等長変換群の離散

部分群 ΓによってH3/Γとかける．以下，断りのない限り，双曲多様体M は向き付け可能で体積が有限である
物のみを考える．このときM は境界がトーラスからなるコンパクトな３次元多様体の内部と同相になる．M
は既約でアトロイダルである事は比較的簡単に示される．実は Haken多様体についてはこの逆が成り立つ．
定理 1.4 (Thurston, [Mor84], [Kap01]). Atoroidal，Haken多様体は双曲構造をもつ．（但しトーラスまたはク
ラインボトル上の I バンドルでないとする．）
例えば S3内の結び目がトーラス結び目でもサテライト結び目でもなければ，その補空間は双曲構造を持つ

事がこの定理から示される．そこで “Hakenでない双曲多様体が存在するか？”が気になる問題である．この
ような多様体がたくさんある事も Thurstonによって示された．
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例 1.5. Figure eight knotの Dehn手術から得られる多様体は，有限個の例外を除いて Haken多様体ではな
い（Thurston）．とくに手術後に双曲多様体になる物はすべて non-Haken である．多様体が Haken かどう
かを判定するアルゴリズムの存在は Jaco-Oertel [JO84]により示されているが，与えられた多様体が Haken
多様体であるかどうかを示すのは難しい．例えば Seifert-Weber docecahedral多様体が Hakenでないことは
Burton-Rubinstein-Tillmannによってつい最近示された [BRT12]．

Perelmanによる幾何化予想の解決により定理 1.4は Haken多様体の仮定なしに成り立つ：
定理 1.6 (Perelman). Atoroidalで基本群が無限である３次元既約多様体は双曲構造を持つ．
1.2. ファイバー多様体. S を曲面，φ : S → S を diffeoとする．このとき写像トーラス (mapping torus)を次
で定義する：

Mφ = S × [0, 1]/((x, 0) ∼ (φ(x), 1))

Mφ の位相は φのアイソトピー類のみによる．定義から S をファイバーに持つファイブレーションMφ → S1

が自然に定まる．逆にファイブレーションM → S1が存在する時，S をファイバーとすれば，S のある diffeo
φが存在してM = Mφ となる事がわかる．
写像トーラスMφのファイバー曲面は圧縮不可能である事がわかる．よってMφはHaken多様体である．こ

れはMφ → S1 から全射H1(Mφ;Q) ! Qが誘導されるので b1(M) > 0となる事からも従う：

(1.1) M は fibered =⇒ b1(M) > 0 =⇒ M は Haken

Sのオイラー数が負である場合には，Sの写像類は３種類に分けられる事が知られている．それぞれ，periodic,
reducible, pseudo-Anosovと呼ばれている．次の定理が有名である．
定理 1.7 (Thurston). φが pseudo-Anosovであることと，Mφ が双曲構造を持つことは同値．

Thurstonは論文 [Thu82]の p.375 で定理 1.4に関して次のような回想をしている：“I immediately came up
with this class of 3-manifolds (ファイバー多様体) as ”obvious” counterexamples (定理 1.4への)”. しかしな
がら Virtual Fibering予想は有限被覆をとればすべてこのような双曲多様体になる事を主張している．

1.3. 予想の説明. まず Thurstonの論文 [Thu82]から関連する予想の内容をそのまま引用する：
15. Can finitely-generated subgroups of a finitely-generated Kleinian group be residually separated from

the group?
16. Does every aspherical 3-manifold, or every hyperbolic 3-manifold, have a finite-sheeted cover which

is Haken?
17. Does every aspherical 3-manifold have a finite-sheeted cover with positive first Betti number?
18. Does every hyperbolic 3-manifold have a finite-sheeted cover which fibers over the circle?

18.に続けて，“This dubious-sounding question seems to have a definite chance for a positive answer”と書
かれている事を注記しておく．双曲多様体の場合に特化して簡潔に述べると，

15. 有限生成クライン群は LERF（後述）か？
16. 双曲３次元多様体は Haken多様体である有限被覆を持つ (virtually Haken)か？
17. 双曲３次元多様体は b1 > 0であるである有限被覆を持つ (virtually positive betti number)か？
18. 双曲３次元多様体は S1 上の曲面束になる有限被覆を持つ (virtually fibered)か？

となる．LERFについては後の節で説明するのでここでは触れないことにする．命題 1.3により境界つきの場
合には (16)，(17)は自明で (18)のみが問題になる．また閉多様体の場合にも (1.1)から予想 (18)が解ければ
(16)と (17)が従う事がわかる．よって予想 (18)が解ければすべて解けたことになる．実際この予想 (18)は解
決された．
定理 1.1 (Agol, Wise) M を有限体積３次元双曲多様体とする．このときM の有限被覆M ′ → M でM ′ が
S1 上の曲面束となる物が存在する．
状況が込み入っているが大雑把に言うと，境界つきの場合にはWise，閉多様体の場合にはAgolによって解

決されたでので Agol-Wiseの定理と書いた．
次の節で閉多様体の場合の証明の概略を述べる前に，関連して解決した問題について述べておく．多様体M

が b1 > 0となる有限被覆を持つ時，単に vb1(M) > 0と書く事にする．任意の自然数に対して，それより b1が
大きくなる有限被覆をとれる時 vb1(M) = ∞と書く事にする．群 Gが有限指数部分群 H < Gで，H から階
数２の自由群への全射があるとき Gは largeであるという．これらは次のような関係になっている：

(1.2)

π1(M)は
large

M は virtually
fibered

⇓ (1) ⇓ (2)

vb1(M) = ∞ (3)
⇒

vb1(M) > 0 (4)
⇒

M は virtually
Haken

(5)
⇒

π1(M) > π1(S) （S は
種数２以上の閉曲面）
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ここで (3)と (5)は定義より明らか．(2)と (4)は (1.1)で説明した通りである．π1(M)が largeなら有限指数
部分群H < π1(M)でH ! Z ∗ Zが存在する．H に対応した有限被覆M ′ → M をとれば，アーベル化を考え
る事でH1(M ′;Z) ! Z2が得られる．よって b1(M ′) ≥ 2．階数２の自由群の中には任意の階数の自由群を有限
指数部分群として含むので，vb1(M) = ∞も同様に示される．これらはすべて示された事となった．

定理 1.8 (Agol, Thm 9.2 [AGM12]). M を閉双曲３次元多様体とする．π1(M)は LERFで large．またM の
有限被覆M ′ で S1 上の曲面束になる物が存在する．

予想の関係は (1.2)に示された通りだが，解決の順は大分異なる．(1.2)の中で一番最初に解決したのが “閉双
曲３次元多様体の基本群 π1(M)は閉曲面群 π1(S)を含む”というKahn-Markovichの定理（surface subgroup
予想の解決）であり，この結果に基づいて定理 1.8が証明されている．

π1(M)が largeであることについてこのノートではこれ以上述べないが（余裕があれば加筆予定），[AFW12]
の §4 (C12)に解説がある．

1.4. 証明の流れ. ここでは閉多様体の場合について定理 1.1（定理 1.8）の解決の流れを述べる．カスプがある
場合については後の節で述べる予定である．図式にすると次のとおりである：

閉双曲３次元
多様体M

(1)
=⇒

π1(M)はある CAT(0) cube
complexに固有不連続かつコ
コンパクトに作用

(2)
=⇒

π1(M) は virtual には
special cube complex
の基本群

(3)
=⇒

π1(M) は virtual に
は RAAGの部分群

(4)
=⇒

π1(M) は vir-
tualには RFRS

(5)
=⇒

M は virtually
fibered

例えば，“virtualには special cube complexの基本群”とは有限指数部分群で special cube complexの基本群
となる物が存在する事を意味する．これらは次のように証明されていった：

(1) π1(M) はある CAT(0) cube complex に固有不連続かつココンパクトに作用する．(Bergeron-Wise
[BW09]． Sageev [Sag95]，[Sag97], Kahn-Markovic [KM12]の結果に基づく．)

(2) CAT(0) cube complexに固有不連続かつココンパクトに作用する群は compact special cube complex
の基本群を有限指数部分群として含む．(Agol [AGM12])

(3) special cube complexの基本群は right angled Artin群（RAAG）の部分群．(Haglund-Wise [HW08])
(4) 群 G が RAAG なら G は virtually residually finite rationally solvable (virtually RFRS)．(Agol

[Ago08])
(5) π1(M)が RFRSならM は virtually fibered（Agol [Ago08]）．
このノートでは RFRS, RAAG, CAT(0) cube complex, special cube complex などの概念を説明し，上記の

結果の一部には証明を与えていく．

2. RFRS

2.1. Residually finite. Gを群とする．Gの部分群H をG > H，正規部分群N をG ◃N と書くことにする．

定義 2.1. 群 Gが次の同値な条件を満たす時 residually finite であるという．
(1) 任意の g ∈ G (g ̸= 1)に対して，φ(g) ̸= 1となる有限群 F と準同型 φ : G → F が存在する．
(2)

⋂

φ:G→F : F is finite

Ker(φ) = {1}

(3)
⋂

H▹G :finite index

H = {1}.

(4)
⋂

H<G :finite index

H = {1}.

(1)，(2)，(3)が同値である事は明らかである．また (3) ⇒ (4)も明らかである．(4) ⇒ (3)は次のように示
せる．Gの有限指数部分群H に対し
(2.1) Core(H) =

⋂

g∈G

gHg−1

と定義する．定義から Core(H) ▹Gとなる．H に関する剰余分解 G = g1H / · · · / gkH を一つ固定すると

Core(H) =
⋂

g∈G

gHg−1 =
⋂

g1,...,gk

giHgi
−1

と書ける．次の補題の (2)によりCore(H)はGの中で有限指数となる．よって
⋂

H<G :finite index H = {1}なら
⋂

H′▹G :finite index

H ′ =
⋂

H<G :finite index

Core(H) ⊂
⋂

H<G :finite index

H = {1}.



4 AGOL による VIRTUAL FIBERING CONJECTURE の解決について

補題 2.2. 群 Gに対して以下が成り立つ：
(1) F をGの有限指数部分群とする．Gの部分群H に対しH ∩F はH の有限指数部分群で [H : H ∩F ] ≤

[G : F ]を満たす．
(2) H1, · · · , Hk を Gの有限指数部分群とする．このときH1 ∩ · · · ∩Hk も Gの有限指数部分群となる．

Proof. (1) GをG = g1F / g2F / · · ·/ gkF と剰余分解する (k = [G : F ])．もし giF ∩H ̸= ∅なら代表元 giを
gi ∈ H となるように取り直す．このとき

H = G ∩H = (g1F ∩H) / · · · / (gkF ∩H) = gi1(F ∩H) / . . . gil(F ∩H)

(ここで {i1, . . . , il} ⊂ {1, . . . , k})となり，[H : H ∩ F ] = l ≤ k = [G : F ]となる．
(2) k = 2のときのみ示せば良い．このとき G > H1 > H1 ∩H2 に (1)を適用すれば明らか． "

補題 2.3. Gを加算群とする．このとき以下は同値：
(1) Gは residually finite．
(2) 部分群の列 G > G1 > G2 > · · · で [G : Gi] < ∞ かつ ∩iGi = {1} となる物が存在する．

Proof. (2) ⇒ (1)は明らか．(1) ⇒ (2)を示す．各 g ∈ Gに対してある有限指数部分群Hg < Gで g /∈ Hgとなる
ものをとれば ∩g∈GHg = {1}となる．Gは加算だから {Hg}g∈Gを {Hi}∞i=1と書き表せる．Gi = H1∩ · · ·∩Hi

とすれば G > G1 > G2 > · · · で [G : Gi] < ∞かつ ∩∞
i=1Gi = {1}となる． "

補題 2.3の (2)の部分群の列として G ◃Gi を仮定しても同値な条件である．実際 G > G1 > G2 > · · · に対
して G > Core(G1) > Core(G2) > · · · を与えればよい．

2.2. RFRS. Gを群とする．a, b ∈ Gに対し交換子を [a, b] = aba−1b−1 で定義する．交換子群 [G,G]を Gの
交換子で生成されるGの部分群と定義する．a, b, g ∈ Gに対し g[a, b]g−1 = [gag−1, gbg−1]より [G,G]はGの
正規部分群であり，G/[G,G]はアーベル群になる．さらにアーベル群 Aと準同型G → Aがあるとき，次の図
式を可換にする準同型 G/[G,G] → Aが唯一つ存在することが分かる．

G

!! !!❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍
"" A

G/[G,G]

∃!

##

群のホモロジーの記号に従いH1(G;Z) = G/[G.G]と書くことにする．
群 Gに対し部分群 G(n) を次のように定義する．

G(1) = [G,G], G(n+1) = (G(n))(1)

さらに
G(1)

r = {g ∈ G |∃ k ∈ N s.t. gk ∈ [G,G]}, G(n+1)
r = (G(n)

r )(1)r

と定義する．G(1)
r は Gの正規部分群である．実際 G(1)

r は次のように記述できる事がわかる．

補題 2.4.
G(1)

r = Ker(G → H1(G;Z)/Tor).
ここで TorはH1(G;Z)の有限位数の元のなす部分群．よって次の同型が得られる．
(2.2) G/G(1)

r
∼= H1(G;Z)/Tor

Proof. π : G → G/[G,G]を自然な全射とする． g ∈ Ker(G → H1(G;Z)/Tor)とすると，ある k が存在して
π(g)k = 1が成り立つ．すなわち gk ∈ [G,G]となる．逆に g ∈ Gが gk ∈ [G,G]となるなら π(g)k = π(gk) = 1
より g ∈ H1(G;Z)/Tor． "

G(1)
r は次のようにも書ける：

G(1)
r = Ker(G → H1(G;Z)/Tor) = Ker(G → H1(G;Q)) = Ker(G → Q⊗Z G/[G,G]).

補題 2.5. 群 Gと部分群H に対して次が成り立つ：
(1) G > H =⇒ G(1)

r > H(1)
r ,

(2) G > H =⇒ G(n)
r > H(n)

r ,

(3) G > H1, H2 =⇒ (H1)
(1)
r ∩ (H1)

(1)
r > (H1 ∩H2)

(1)
r

(4) G > H, g ∈ G =⇒ g(H(1)
r )g−1 = (gHg−1)(1)r . とくに G ◃G(n)

r が成り立つ．
( )(n)r を ( )(n) で置き換えても同様の結果が成り立つ．

Proof. (1)は明らか．(2)と (3)は (1)から従う．(4)は g[a, b]g−1 = [gag−1, gbg−1]から従う． "
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定義 2.6. 群 Gに対し次の条件を満たす部分群の列 G = G0 > G1 > G2 > · · · が存在する時，Gを residually
finite rationally solvable (RFRS) と言う．

(1) G ◃Gi

(2)
⋂

i Gi = {1}
(3) [G : Gi] < ∞
(4) Gi+1 > (Gi)

(1)
r

注 2.7. • とくに定義 2.6(1)から Gi ◃Gi+1 が成り立ち，商群 Gi/Gi+1 が定義できる．
• G1 > G(1)

r より G2 > (G1)
(1)
r > (G(1)

r )(1)r = G(2)
r ．また G(2)

r = (G(1)
r )(1)r > (G(1)

r )(1) > G(2) となる．
同様に Gn > G(n)

r > G(n) が成立する．
• Gn > G(n)

r > G(n) より
G/G(n) ! G/G(n)

r ! G/Gn

が成り立ち，G/G(n)は n回の交換子部分群が {1}になるので可解だから，G/G(n)
r とG/Gnも可解と

なる．

RFRSの条件 (4) Gi+1 > (Gi)
(1)
r から次の可換図式を得る．

1 "" Gi+1
"" Gi

"" ""

$$$$

Gi/Gi+1
"" 1

H1(Gi;Z)/Tor ∼= Gi/(Gi)
(1)
r

%% %%❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦

ここで横の列は完全列である．逆に上の三角形の部分を可換にする準同型 H1(Gi;Z)/Tor → Gi/Gi+1 が存在
すれば Gi+1 > (Gi)

(1)
r となる．すなわち (4)の条件は，

(4’) 自然な射影 Gi → Gi/Gi+1 はH1(Gi;Z)/Torを経由する，
と言い換える事ができる．
補題 2.8. 定義 2.6のうち (2)，(3)，(4)を満たせば Gは RFRS．
Proof. G > G1 > G2 > · · · を (2)，(3)，(4) を満たす部分群の列とする．Core(Gi) を (2.1) で定義すると
Core(Gi)は Gの正規部分群で有限指数となる．

Core(Gi+1) =
⋂

g∈G

gGi+1g
−1 >

⋂

g∈G

g(Gi)
(1)
r g−1 =

⋂

g∈G

(gGig
−1)(1)r >

(⋂

g∈G

gGig
−1

)(1)

r

= Core(Gi)
(1)
r

等号と不等号はそれぞれ左から順に，Coreの定義，RFRSの定義 (4)，補題 2.5(4)，補題 2.5(3)，Coreの定義，
から従う．よって G > Core(G1) > Core(G2) > · · · は RFRSの条件を満たす． "
補題 2.9. Gが RFRSなら部分群H < Gも RFRS．
Proof. G > G1 > · · · をRFRSの条件を満たす部分群の列とする．Hi = H ∩Giと置くとH > H1 > H2 > · · ·
は RFRSの条件を満たす．実際G ◃GiよりH ◃Hiで ∩Hi < ∩Gi = {1}．補題 2.2(1)より [H : Hi] < ∞．補
題 2.5(3)よりHi+1 = H ∩Gi+1 > H ∩ (Gi)

(1)
r > (H ∩Gi)

(1)
r = (Hi)

(1)
r ． "

注 2.10. Gを群，H < Gを有限指数部分群とする．H > H1 > H2 > · · · が RFRSであるとする．このとき
G > H1 > H2 > · · · を考えると ∩iHi = {1}，[G : Hi] < ∞，Hi+1 > (Hi)

(1)
r なので補題 2.8より Gは RFRS

になりそうにみえる．しかしながらH < G(1)
r が一般には成り立たないので，この部分群の列は RFRSの公理

を満たしていない．
G が H1(G;Q) = 0 を満たす時，RFRS の公理をみたす列 G = G0 > G1 > G2 > · · · がとれたとする．

H1(G;Z)/Tor = 0より G0/G1 = {1}だから G0 = G1 となる．同様にして G = G0 = G1 = · · · となるので
これは RFRSの公理を満たしていない．よって H1(G;Q) = 0なら Gは RFRSではない．例えば Gを right
angled Coxeter group（§3）とするとH1(G;Q) = 0だがGはRFRSとなる有限指数部分群を含む（定理 4.1）．
よって virtually RFRSだが RFRSとは限らない例が存在する．

M を多様体とする．（以下の議論では被覆空間の存在のみしか使わない．）G = π1(M)の場合に RFRSの条
件を幾何学的に考えてみる．G > G1 > G2 > · · · を RFRSの定義に出てくる部分群の列とする．Gi に対応し
た有限被覆をMi → M とする．このとき RFRSの定義は次のように言い換える事ができる．
定義 2.11. M は多様体で，π1(M)は有限生成とする． 次の性質を満たす被覆の列 · · · → M2 → M1 → M が
とれる時，G = π1(M)は RFRSであると言う：

(1) Mi → M は regular covering．
(2) · · · → M2 → M1 → M の（射影的）極限はM の普遍被覆．
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(3) Mi → M は有限被覆．
(4) 自然な全射 π1(Mi) → π1(Mi)/π1(Mi+1)はH1(Mi;Z)/Torを経由する．

次の可換図式を考える．
1 "" π1(Mi+1) "" π1(Mi) ""

$$$$

π1(Mi)/π1(Mi+1) "" 1

H1(Mi;Z)/Tor

%% %%❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧

ここで π1(M)が有限生成であると仮定する（e.g. M がコンパクト）．このとき π1(Mi)も有限生成になる事から
（Reidemeister-Schreier method），H1(Mi;Z)/Torは自由アーベル群Zriと同型になる．また π1(Mi)/π1(Mi+1)
は有限群である事に注意すると π1(Mi)/π1(Mi+1)は有限巡回群の積になる．よってMi+1 → Miは有限巡回被
覆の繰り返しで得られる．(4)の条件から，M の普遍被覆は有限巡回被覆の極限として得られる事がわかる．

3. RAAG

この節では right angled Coxeter群，right angled Artin群について解説する．そのまえに §3.1で一般の
Coxeter群と Artin群について述べる．

3.1. Coxeter群とArtin群. 1 ≤ i, j ≤ n (i ̸= j)に対してmij を 2 ≤ mij ≤ ∞となる整数でmij = mji を
満たすものとする．このような {mij}に対し Coxeter群を

C = ⟨g1, . . . , gn | gi2 = 1, gigjgi · · ·︸ ︷︷ ︸
mij

= gjgi · · ·︸ ︷︷ ︸
mij

(i ̸= j)⟩

= ⟨g1, . . . , gn | gi2 = 1, (gigj)
mij = 1⟩

で定義する．但し，mij = ∞の時は，gi と gj の間に関係式はないものとする．２列目の表示から，便宜上
mii = 1と定義しておく．また Artin群を

A = ⟨g1, . . . , gn | gigjgi · · ·︸ ︷︷ ︸
mij

= gjgi · · ·︸ ︷︷ ︸
mij

(i ̸= j)⟩

で定義する．Coxeter群 C，Artin群 Aはただ単に群であるだけでなく生成元 gi が指定されている．以降こ
れらの群は生成元が指定された群と考えることにする．（Coxeter群の場合には，このような群と生成元の組を
Coxeter systemと呼ぶことが多い．）

例 3.1.

mij =

{
3 |i− j| = 1のとき,
2 それ以外

とすると，
C = ⟨g1, . . . , gn | gi2 = 1, gigi+1gi = gi+1gigi+1, gigj = gjgi for |i− j| > 1⟩,
A = ⟨g1, . . . , gn | gigi+1gi = gi+1gigi+1, gigj = gjgi for |i− j| > 1⟩

となり C は対称群で，Aはブレイド群となる．

例 3.2. C = ⟨g1, g2, g3 | g21 = g23 = g23 = 1, (g1g2)p = (g2g3)q = (g3g1)r = 1⟩を考える．1/p+ 1/q + 1/rが
> 1，= 0，< 1に従ってそれぞれ球面，ユークリッド平面，双曲平面に角度が (π/p,π/q,π/r)となる測地三
角形がとれる．両端が角度がそれぞれ (π/r,π/p)，(π/p,π/q)，(π/q,π/r)となる辺での折り返しを g1，g2，g3
とする．このとき g1g2は 2π/p回転，g2g3は 2π/q回転，g3g1は 2π/r回転となる．よって C の関係式を満た
す事がわかる．さらに Poincaréの多面体定理から，この関係式のみしか出てこない事が分かる．よって C は
1/p+ 1/q + 1/rが> 1，= 0，< 1に従ってそれぞれO(3)，O(2)!R2，O(2, 1)の離散部分群として実現でき
る．いずれの場合も GL(3,R)の離散部分群として実現できる．

例 3.2ではある Coxeter群をGL(3,R)離散部分群として実現した．さらに構成法から生成元 giは R3の ‘鏡
映’として実現できている事がわかる．

V = Rk とする．H を V の k − 1次元部分空間とする．H に関する鏡映とは V の非自明な線形変換 r で
r|H = idかつ r2 = idとなるものである．rの固有空間を考えると固有値 1の空間H と固有値 −1の 1次元空
間に分解する．固有値−1の固有空間の元 b ̸= 0を一つ固定する．また V ∗の元 αで α|H = 0かつ α(b) = 2と
なるものを取る．このとき rは
(3.1) r(x) = x− α(x)b

と書ける．たとえば V に内積 (, ) があるときには b として H に直交するベクトルをとってくると，α(x) =

2(x, b)/(b, b)，r(x) = x− 2(b,x)
(b,b) bとなり普通の意味での鏡映になる．
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ここで Coxeter群 C に対し生成元 gi が鏡映になるように GL(k,R)の部分群として実現できるかという問
題を考える．例 3.2の双曲三角形に対応した Coxeter群の場合を考える．双曲平面をローレンツ空間 E2,1の双
曲面として実現すると，三角形の各辺 eはこの双曲面と E2,1の 2次元部分空間Heとの交わりとして表す事が
できる．辺 eでの折り返しはHeでの鏡映として表されるので，C の生成元 giは鏡映として実現できることが
わかる．
まず Coxeter 群と関係なく bi ∈ V と αi ∈ V ∗ が与えられていると考える (i = 1, . . . , n)．Γ を ri(x) =

x− αi(x)bi が生成する GL(V )の部分群とする．n× n行列 A = (aij), aij = αi(bj)を Cartan行列と呼ぶ．

定理 3.3 (Vinberg [Vin71]). Cartan行列 Aが次の条件をみたすとする：
(C1) i ̸= j に対して aij ≤ 0 (i ̸= j)で，aij = 0なら aji = 0,
(C2) aii = 2，aijaji ≥ 4または aijaji = 4 cos2(π/mij)．

このとき凸錐K = {x ∈ V | αi(x) ≥ 0}は次の性質をみたす
• γ ∈ Γ，γ ̸= 1に対して γ · int(K) ∩ int(K) = ∅，
• C =

⋃
γ∈Γ γ ·K は V の凸錐で Γは int(C)に離散的に作用する，

• Γの関係式は
ri

2 = 1, (rirj)
mij = 1,

で与えられる．ただし aijaji ≥ 4のときは関係式はない（mij = ∞と考える）．

Coxeter 群 C = ⟨g1, . . . , gn | gi2 = 1, (gigj)mij = 1⟩ を固定する．定理 3.3 によりベクトル空間 V と
bi ∈ V，αi ∈ V ∗で行列 (αi(bi))が条件 (C1)，(C2)をみたす物を構成すれば C はGL(V )の離散部分群として
構成できたことになる．とくに V = Rn で e1, . . . , en を V の基底，e∗1, . . . e

∗
n をその双対基底とするとき

(3.2) bi = ei, αi =
∑

j

−2 cos(
π

mij
)e∗j

と置けば αi(bj) = −2 cos( π
mij

)は条件 (C1)，(C2)をみたす．この場合は Titsにより定理 3.3の凸錐 C の存在
は示されており，C は Tits cone と呼ばれる．実際には Coxeter群 C は様々な方法で鏡映群として実現可能で
ある事を注意しておく．

例 3.4. Γ = Z/2Z ∗ Z/2Zを考える．これは
Z/2Z ∗ Z/2Z ∼= ⟨r0, r1 | r20 = r21 = 1⟩

となる表示をもつので Coxeter群である．Γは Rに
(3.3) r0(x) = −x, r1(x) = 2− x

と Affine変換で作用する．よって Γは GL(2,R)に

r0 4→
(
−1 0
0 1

)
, r1 4→

(
−1 2
0 1

)

で埋め込める．H2 = {(x, y) | y > 0}は R2 の凸錐で Γ · ({(x, y) | x ≥ 0, y ≥ x} \ {0}) = H2 となる．

−1

Figure 1.

3.2. RAAG. Γを有限単体的グラフとする．すなわち Γは頂点集合 V (Γ)と辺の集合
E(Γ) ⊂ {{v, w} ⊂ V (Γ) | v ̸= w}

の対 (V (Γ), E(Γ))を表すとする．Γに対して Right Angled Artin Group (RAAG) AΓを次の表示で定義する：
AΓ = ⟨gv, v ∈ V (Γ) | [gv, vw] = 1 for {v, w} ∈ E(Γ)⟩.

また Right Angled Coxeter Group を次で定義する：
CΓ = ⟨gv, v ∈ V (Γ) | gv2 = 1, [gv, vw] = 1 for {v, w} ∈ E(Γ)⟩.
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注 3.5. 定義からArtin群（Coxeter群）のうちmij が 2か∞のものが right angled Artin group (right angled
Coxeter group)といえる．Coxeter群に対して Coxeter diagramというグラフが定義されるが，right angled
Coxeter群を定義するときのグラフ Γとは異なることを注意しておく．

例 3.6. Γが n個の頂点のみからなる場合，AΓは階数 nの自由群となる．Γが完全グラフ（すべての頂点の組
が辺で結ばれているグラフ）のとき AΓ は Zn と同型になる（nは Γの頂点の数）．単体的グラフ Γ1 と Γ2 に
対して，Γ1 の頂点をすべての Γ2 の頂点と結んだグラフを Γ′ とすると AΓ′ = AΓ1 ×AΓ2 となる．

上の例が示すよう right angled Artin 群は自由群と自由アーベル群の中間的な物といえる．Right angled
Artin群を RAAGと略すのは一般的なようだが，right angled Coxeter群を RACGと略すのはあまり見かけ
ない．しかしこのノートでは RACGという省略を用いることにする．

定理 3.7 (Davis-Januszkiewicz [DJ00]). Γを有限単体的グラフとする．AΓはある別のグラフからできるRACG
の有限指数部分群として実現できる．

例えば Γ = •とすると AΓ
∼= Z．そこで Γ′ =

•
•とすると CΓ′ ∼= Z/2 ∗ Z/2 = ⟨r0, r1 | r20 = r21 = 1⟩で CΓ′ を

(3.3)のように Rに作用させると r1r0 : x 4→ x + 2は平行移動になる．よって生成元を r1r0 に移す事で Zは
Z/2 ∗ Z/2に指数 2の部分群として実現できる．同様に Γが完全グラフならば AΓ

∼= Zn を (Z/2 ∗ Z/2)n に埋
め込む事ができる．
一般には以下のように構成する．Γ = (V (Γ), E(Γ))を与えられた単体的グラフとする．Γ′′ を
V (Γ′′) = V (Γ)× {0, 1},
E(Γ′′) = {{(i, 1), (j, 1)} | {i, j} ∈ E(Γ)} ∪ {{(i, 0), (j, 0)} | ∀i, j(i ̸= j)} ∪ {{(i, 0), (j, 1)} | ∀i, j(i ̸= j)}

で定義する．(i, 1)に対応する生成元を si，(i, 0)に対応する生成元を riと書く事にする．また AΓの生成元を
gi と書くことにする．このとき β : AΓ → CΓ′′ を

β(gi) = risi

で定義すると β は単射で，像は指数 2|V (Γ)| の部分群になる事が示せる [DJ00]．

系 3.8. AΓ は GL(n,Z)の部分群として実現できる．

Proof. 定理 3.7により AΓは CΓの部分群となる．定理 3.3により CΓは生成元を (3.1)，(3.2)で定義される鏡
映に移す事でGL(n,R)の部分群として実現できる．とくに今の場合，(3.2)におけるmij はmii = 1，mij = 2
(iと j が辺で結ばれている場合)，mij = ∞ (iと j が辺で結ばれていない場合) のいずれかだから各生成元は
GL(n,Z)の元として実現できる． "

4. RAAG =⇒ RFRS

群Gが RACGなら RFRSである事を示す [Ago08, Theorem 2.2]．定理 3.7から RAAGも RFRSになる事
が分かる．

定理 4.1 (Agol). Gが right angled Coxeter群なら，有限指数部分群G′ < Gで RFRSとなるものが存在する．

Proof. Gを RACGとする．Coxeter群としての標準的な生成元の数は nであるとする．定理 3.3により Gは
実ベクトル空間の凸錐に離散的に作用させることができる．とくに (3.2)と (3.1)で定まるようにGを Rnに作
用させるときには，(n− 1)次元単体の錐が基本領域になるように Tits cone C ⊂ RnにGを作用させる事がで
きる．これの射影化 C = P (C)を考えると，Gは C に (n− 1)次元単体が基本領域になるように作用する事が
わかる．構成から C はこの (n− 1)次元単体をGの作用で展開する事で得られる．Gは鏡映で生成されるので
(n− 1)次元単体を面に沿って繰り返し折り返す事により C は得られる．よって商D = C/Gは (n− 1)次元単
体で，各面が位数 2の元の特異集合となる orbifoldになる．（Gの Coxeter複体への Gの作用を考えてもこの
ような orbifoldは構成できる．）

F0 を D の n − 1次元の面とする．F0 に対応してある鏡映 r0 が定まるが，これを用いて D1 = D ∪ r0D
と定義する．つぎに D1 の n − 1次元の面 F1 での鏡映 r1 をとり，D2 = D1 ∪ r1D1 と定める．同様に Di の
面 Fi と Fi での鏡映 ri を選ぶ事で，Di+1 = Di ∪ riDi で定義する（Figure 2）．ここで Di の極限は C に

Di+1

Fi+1

Di Fi Di riDi

Figure 2.
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なるように ri を選んでいくことにする．実際次のように Di の面を選んでいけば良い．まず Gは加算なので
g0 = 1, g1, g2 . . . と番号付けをする．このとき C =

⋃∞
i=0 giDとなる．ここで g1はDの面に関する鏡映の有限

個の積で書けるから，それらに関して Di を定義していけば g1D ⊂ Di1 となるように D1, D2, . . . , Di1 をとれ
る．同様に i2 ≥ i1を g2D ⊂ Di2 となるようにとれる．これを繰り返す事で gkD ⊂ Dik となるようにDj を定
義していけば，

⋃∞
i=0 Di ⊃

⋃∞
i=0 giD = C となる．

Γi を Di の n− 1次元の面に関する鏡映で生成される群とする．定義から C/Γi = Di となり，Di+1 → Di

は orbifoldとしての２重被覆になっている．また G > Γ1 > Γ2 > · · · で Γi/Γi+1
∼= Z/2である．Di の極限が

C になるようにとったので
⋂∞

i=1 Γi = {1}である．よって G > Γ1 > Γ2 > · · · が RFRSの条件を満たすため
には Γi → Γi/Γi+1がH1(Γi;Z)/Torを経由する事を示せば良い．しかしながら Γiは RACGなのでH1(Γi;Z)
は自由な元を持たない．そこで Γi の有限指数部分群をとる事で RFRSの条件を満たすように工夫する．

Gの表示から Gの可換化 G/[G,G]は (Z/2Z)n と同型になる．Gの有限指数部分群 G′ を
G′ = Ker(G → G/[G,G]) = Ker(G → (Z/2Z)n)

で定義する．D′ → D を G′ に対応した有限被覆とする．Gの標準的な生成元を gi と書く事にする．各 gi は
Rn の鏡映として表されていた．G′ の元は gi のワードで書けるが，(Z/2Z)n で自明な事から各 gi は偶数回現
れる．よって G′ の元は C の向きを保つ．とくにD′ = C/G′ は向き付け可能である．

Gが right angledである事から Dの余次元 1の面 F の C への逆像は C の中に埋め込まれている（互いに
交わらない hyperplaneの和になる）．これをG′の作用で割った物が F のD′への逆像となるので，D′と同様
に向き付け可能な多様体になる．Gi = G′ ∩Γiと定義する．[Gi : Gi+1] ≤ [Γi : Γi+1] = 2よりGi/Gi+1は Z/2
か自明となる．とくに Gi/Gi+1 は可換群なので Gi → Gi/Gi+1 は H1(Gi;Z)を経由する事がわかる．さらに
H1(Gi;Z)/Torを経由することを示すには，g ∈ Gi \Gi+1の元がH1(Gi;Z)の中で自由な元である事を示せば
良い．
まず h ∈ Γi \ Γi+1の元を特徴づける．h ∈ Γiの元は C の中のパスでDiで始まり hDiの点で終わるパスに

対応する．このパスをDi+1の中に射影する（Figure 3）．この射影の終点はDiか riDiに入るが，Diに入る
時に限り hは Γi+1 の元になる．よって h ∈ Γi \ Γi+1 の元は Fi と奇数回交わる元であると特徴付けられる．

Di+1

Fi+1

Di riDi

Figure 3. Γi の元だが Γi+1 の元でないパス．Fi とは奇数回しか交わらない．

g ∈ Gi \Gi+1に対応するD′
i = C/Giのパスを γとする．g /∈ Gi+1 < Γi+1より γのDiへの射影は Fiと奇

数回交わる事がわかる．よって γはD′
iの中で Fiの逆像と奇数回交わる事になる．FiのD′

iへの逆像は向き付
けられているから γ との代数的交点数が定義でき，奇数回交わっているのでこれは 0ではないことがわかる．
よって gはH1(Gi;Z)の中でトーションではない． "

5. Thurstonノルム，ファイバー性，Agolの定理

この章では Thurstonノルムを定義し，基本的な性質について述べる．Thurstonノルムに関しては，原論文
[Thu86]と Kapovichの本 [Kap01]の２章が詳しい．その後 Agolの論文 [Ago08]の主定理を述べる．

5.1. Thurstonノルム. S を連結，コンパクト，向き付け可能な曲面とする．χ(S)を S のオイラー数とする．
このとき

χ−(S) = max{−χ(S), 0}
と定義する．S がコンパクト，向き付け可能だが非連結な場合には S = S1 / · · · / Sn と連結成分に分解して
χ−(S) =

∑
i χ−(Si)と定義する．M を向き付け可能３次元多様体とする．このときH2(M, ∂M ;Z)の元 z は

M に properlyに埋め込まれた曲面 (S, ∂S) ⊂ (M, ∂M)で z = [S]と表す事が出来る．z ∈ H2(M, ∂M ;Z)に対
して，

x(z) = min{χ−(S) | (S, ∂S) ⊂ (M, ∂M), [S] = z}
と定義する．

定理 5.1 (Thurston [Thu86]). コンパクトで向き付け可能な３次元多様体M に対し，xは次をみたす：
(1) z ∈ H2(M, ∂M ;Z)とm ∈ Nに対して，x(mz) = mx(z)，
(2) z1, z2 ∈ H2(M, ∂M ;Z)に対して x(z1 + z2) ≤ x(z1) + x(z2)，
(3) xは pseudo-norm x : H2(M, ∂M ;R) → R≥0 に拡張する，
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(4) M 内の埋め込まれた曲面 S が非自明なサイクルを表すとき，S のオイラー数が負になるならば，xは
ノルムになる．（たとえば既約でアトロイダルな多様体，とくに双曲多様体の場合．）

(5) xがノルムになる時，単位球 Bx = {z ∈ H2(M, ∂M ;R) | x(z) ≤ 1}は有限個の面からなる多面体で，
頂点は有理点になる．

(1)と (2)は後に示す事にする．(3)，(4)，(5)は次の補題 5.2，5.3から従う．

補題 5.2. p : Zn → Z≥0 は次をみたすとする：
(1) p(mx) = |m|p(x) (x ∈ Zn,m ∈ Z),
(2) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) (x, y ∈ Zn),

このとき pは Rn → R≥0に連続に（一意に）拡張し，ベクトル空間の擬ノルム（pseudo-norm）になる．また
{v ∈ Rn | p(v) = 0}は整数点で生成されるベクトル部分空間である．さらに

(3) x ∈ Zn に対して p(x) = 0 ⇒ x = 0.

をみたす時，pはノルムになる．

Proof. y ∈ Qnの元に対し，あるm > 0でmy ∈ Znとなる物をとって p(y) = p(my)/mと定義する．(1)より
この定義はmの取り方に依らない．以降 pは Qn 上定義されていると仮定する．この拡張も (1)，(2)，(3)を
みたすことがわかる．

(2) から p(x − y) ≥ p(x) − p(y) と p(y − x) ≥ p(y) − p(x)，また (1) から p(x − y) = p(y − x) だか
ら |p(x) − p(y)| ≤ p(x − y)．Rn の L2 ノルムを ||x||2 =

√∑
i(xi)2 で定義する．任意の x ∈ Qn に対し

p(x) ≤ C||x||2 となる定数 C があれば，|p(x)− p(y)| ≤ p(x− y) ≤ C||x− y||2 より pは Cauchy列を Cauchy
列に移すので連続に拡張する．L2 ノルムに関する正規直交基底 e1, . . . , en をとれば x = x1e1 + · · ·+ xnen と
書け，|xi| ≤ ||x||2 である．C = max{p(ei) | 1 ≤ i ≤ n}と置けば p(x) ≤ |x1|p(e1) + · · ·+ |xn|p(en) ≤ C||x||2
となる．

pの Rn への拡張も (1)，(2)をみたす事が分かる．よって {v ∈ Rn | p(v) = 0}はベクトル部分空間になる．
この部分空間の基底 f1, . . . , fk をとる．このとき {v ∈ Rn | p(v) < 1/2)は R · fi を含む開集合．よって各 fi
に対して，{v ∈ Rn | p(v) < 1/2)の中に R · fi にユークリッド距離で十分に近い整数点 f ′

i ̸= 0が存在する．
p(f ′

i) < 1/2より p(f ′
i) = 0．また各 f ′

i は R · fiに十分に近くとったので f ′
1, . . . f

′
kは一次独立．よって f ′

1, . . . f
′
k

は {v ∈ Rn | p(v) = 0}の基底となる．
さらに (3)をみたす時，p(v) = 0となる v ∈ Rn に対して，v ̸= 0であると仮定する．このとき {v ∈ Rm |

p(v) = 0}は非自明で整数点で生成される事から，整数点 x ̸= 0で p(x) = 0をみたす物が存在し，(3)に矛盾
する．よって p(v) = 0なら v = 0となるので pはノルムである． "
補題 5.3. pは補題 5.2の条件 (1)，(2)，(3)をみたすとし，Rnのノルムとみなす．このとき単位球 Bp = {v ∈
Rn | p(v) ≤ 1}は有限個の面からなる多面体になる．また多面体の頂点は Qn の点になる．

Proof. まず一般の有限次元ベクトル空間のノルムに関する性質を準備しておく．V = Rnを有限次元ベクトル
空間，qをそのノルムとする．このとき V の双対空間 V ∗ には作用素ノルム q∗ : V ∗ → R≥0 が

q∗(l) = sup
x∈V,p(x)=1

|l(x)| (l ∈ V ∗)

で定義される．これがV ∗のノルムになる事は簡単に確かめられる．例えば q = ||·||2であるとき，l = (a1, . . . , an)
に対して q∗(l) =

√∑
i(ai)

2である．qと q∗には双対性がある．実際，q∗(l) = 1ならば q(v) = 1となる v ∈ V
に対して |l(v)| ≤ 1だから（x = 0の場合は自明なので考えない事にすると）

(q∗)∗(x) = sup
l∈V ∗,q∗(l)=1

|l(x)| = q(x) sup
l∈V ∗,q∗(l)=1

∣∣∣∣l
(

x

q(x)

)∣∣∣∣ ≤ q(x) · 1

また {v ∈ V | q(v) ≤ 1}は凸集合なので，q(y) = 1となる y ∈ V に対し，ly(y) = 1かつ q(v) = 1となる
v ∈ V に対して |ly(v)| ≤ 1となる ly ∈ V ∗ が存在する．（直感的には Figure 4の左図．証明はたとえば [Brø83,
Theorem 4.3]．）よって

(q∗)∗(x) = q(x) sup
l∈V ∗,q∗(l)=1

∣∣∣∣l
(

x

q(x)

)∣∣∣∣ ≥ q(x)

∣∣∣∣lx/q(x)
(

x

q(x)

)∣∣∣∣ = q(x)

よって qに関する r-球を Bq(r) = {v ∈ V | q(v) ≤ r}で定義すると，

Bq(r) =
⋂

l∈V ∗,q∗(l)=1

{x | l(x) ≤ r}

が成り立つ．よって Bq(1)は作用素ノルムが 1である V ∗ の元から定まる半空間の交わりとして書ける．補題
5.2から決まるノルムに対しては Bq(1)は有限個の半空間の交わりとして書ける事を示していく．

pは (1)，(2)，(3)をみたし，Rnのノルムへ拡張しているとする．r ∈ Nに対して，Bp(r) = {x ∈ Rn | p(x) ≤ r}
と定義する．r ∈ Nに対してC(r)を凸包 hull(Bp(r)∩Zn)とする．ここで 1

r ·C(r) = hull(Bp(1)∩ 1
rZ

n) ⊂ Bp(1)
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y

q ≤ 1

0

0

−1

1

Figure 4. 右図は内側から C(1)， 1
2C(2)，Bp(1) =

1
4C(4)の境界．Bp(1)は 1

2mC(2m)で近
似できる．

が成り立つ．自然数m < m′ に対し 1
2m · C(2m) ⊂ 1

2m′ · C(2m
′
)であり，

⋃
m∈N

1
2m · C(2m) ⊂ Bp(1)が成り立

つ．また
⋃

m∈N
(
Bp(1) ∩ 1

2mZn
)
が Bp(1)で稠密であることから，Bp(1) =

⋃
m∈N

1
2m ·C(2m)となる（Figure

4の右図）．
zを ∂Bp(1) ∩

⋃
m∈N

(
1
2mZn

)
の点であるとする．このような点は ∂Bp(1)の中で稠密である．このときある

M ∈ Nが存在してm ≥ M に対し 2mz ∈ Znで p(2mz) = 2mである．よって 2mzは C(2m)の (n− 1)次元の
面に入るので，ある整数係数の線形関数 lm,z で

• lm,z(2mz) = p(2mz) = 2m，
• v ∈ C(2m)に対して，lm,z(v) ≤ p(2mz) = 2m，

をみたす物がとれる．よって lm,z は lm,z(z) = 1と，v ∈ 1
2m · C(2m)に対して lm,z(v) ≤ 1をみたす．lm,z の

作用素ノルムは 1に近づいていくのでm → ∞のとき lm,z は V ∗のコンパクト部分集合に入る．lm,z が整数係
数である事から部分列をとれば十分大きいmに対して lm,z はmに依らずに一定にとれる．このような lz を一
つ固定すると

• lz は整数係数，
• lz(z) = 1，
• v ∈ Bp(1)に対して，lz(v) ≤ 1（よって p∗(lz) = 1），

をみたす．各点 zに対してこのような lz がとれるから，Bp(1)は上の条件を満たす線形関数によって定まる半
空間の交わりとして書ける．しかし整数係数で作用素ノルムが 1である線形関数は有限個しかないので実際に
は有限個の半空間の交わりになる．よってBp(1)は多面体になる．さらに lz が整数係数である事から，頂点は
Qn の点になる． "

M を向き付けられた多様体とする．K(Z, 1) ∼= S1 である事から，H1(M ;Z)はM から S1 へのホモトピー
類と同一視できる．とくに滑らかな写像 f : M → S1で代表できる．このときH1(S1;Z)の生成元を微分形式
dθで表すと f∗dθが対応するH1(M ;Z)の元となる．s ∈ S1を f の臨界値ではない点とすると，f−1(s)はM
の部分多様体で，f から定まる向きを持つ．この超曲面は f の表すコホモロジー類の Poincaré双対になる．と
くに f が臨界点を持たない場合，すなわち df ̸= 0の場合には f : M → S1 はファイブレーションになる．

補題 5.4. M をコンパクトで向き付けられた３次元多様体とする．ホモロジー類 z ∈ H2(M, ∂M ;Z)と埋め込ま
れた曲面 Sがmz = [S]をみたしているとする．このとき互いに交わらない埋め込まれた曲面 Si (i = 1, . . . ,m)
で S = S1 ∪ · · · ∪ Sm かつ [Si] = zとなるものがとれる．

Proof. [S] の Poincaré 双対となる関数を f : M → S1 とし，y ∈ S1 を f−1(y) = S となる点とする．z の
Poincaré双対となる関数を g : M → S1 とする．このとき次のホモトピー可換な図式を得る：

M
g ""

f &&❆
❆❆

❆❆
❆❆

❆ S1

p(z)=zm

$$
S1

上の図式で p : S1 → S1 は被覆写像だから，g をホモトピーで変形する事で実際に可換な図式にできる．よっ
て p−1(y) = {y1, . . . , ym}とすればこれらは臨界値ではなく，Si = g−1(yi)は条件を満たす曲面になる． "
補題 5.1の証明. (1) まず x(mz) ≤ mx(z)は定義より明らか．mzを表す曲面で χ−を最小にする埋め込まれた
曲面 Sをとると，補題 5.4より [Si] = zとなるように S = S1 ∪ · · ·∪Smと分けられるから，x(mz) = χ−(S) =
χ−(S1) + · · ·+ χ−(Sm) ≥ mx(z)．よって x(mz) = mx(z)が示された．

(2) z1 = [S1]，z2 = [S2]をそれぞれχ−が最小になるように選ぶ．またアイソトピーで動かすことによって，S1

と S2は横断的に交わっているとする．S1と S2の交わりはアークか円周になるが，交差のところで [S′] = [S1]+
[S2]となるようにホモロジー類を変えずにつなぐ事ができる（Figure 5左図）．構成から χ(S) = χ(S1)+χ(S2)
である．よってオイラー数が正の曲面，すなわち球面か円板が現れなければ χ−(S) = χ−(S1) + χ−(S2)より
x(z1 + z2) ≤ χ−(S) = χ−(S1)+χ−(S2) = x(z1)+x(z2)で証明が終わる．簡単のため球面が現れてしまう場合
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S2
S1

S2

S′
1

S′
2

Figure 5.

だけ考える．この様な球面は S1と S2内の円板が境界で貼り合う場合に起こる．これを取り除く事を考える．そ
こでFigure 5の右図のように S1と S2を変形し，球面 S2を一つ加える．（M が既約であれば S2は取り除いてし
まってよい．）このとき [S] = [S′

1]+ [S′
2]+ [S2]であり χ−(S) = χ−(S′

1)+χ−(S′
2)+χ−(S2) = χ−(S′

1)+χ−(S′
2)

かつ χ−(Si) = χ−(S′
i)となるのでこのような円板の組は取り除いてしまってよい． "

M を３次元多様体とする．H2(M, ∂M ;Z)の Poincaré双対H1(M ;Z)の元はM から S1へのホモトピー類
と同一視できる．とくに滑らかな写像 f : M → S1で代表でき，f の臨界値でない点の逆像が Poincaré双対で
対応する曲面になる．とくに f が臨界点を持たないときにはM → S1はファイブレーションになり，1 ∈ S1の
逆像 f−1(1)がファイバーになる．ファイブレーションM → S1 のファイバーに対応するホモロジー類をファ
イバー類（fibered class）と呼ぶことにする．

f : M → S1がファイバー類の Poincaré双対ならば，df がどの点でも 0でない閉形式である事がわかるが，
この逆も言える．

定理 5.5 (Tischler [Tis70]). M を閉多様体とする．ωをM 上の閉１形式で，どの点でも 0でないものとする．
さらに ωをH1(M ;Z)の元で積分した元がすべて整数ならば，あるM は S1 上のファイバー束の構造をもつ．
とくに dimH2(M, ∂M ;R) > 1でファイバー構造を１つでも持つ場合には，ω を微小に変形する事でM には
無限にファイバー構造が入ることが分かる．境界つきの場合も ωが ∂M 上で non-vanishingならば同様の定理
が成り立つ．

Proof. 定理の条件を満たす 1-form ωがあればM のある点mからのパスに沿って ωを積分すればM から S1

への写像 f が構成できる．作り方から至る所で df ̸= 0だから f はファイブレーションを与える． "

M を x : H2(M, ∂M ;R)がノルムになる３次元多様体とする．定理 5.1により Thurstonノルムに関する単
位球 Bx は多面体になる．∂Bx の各面にH2(M, ∂M)の凸錐が対応する．

定理 5.6 (Thurston [Thu86]). M を x : H2(M, ∂M ;R)がノルムになる３次元多様体とし，Bx を xの単位球
とする．[S] ∈ H2(M, ∂M ;Z)をファイバー類とする．[S]を含む Bx の最大次元の面に対応する錐を E と書く
事にする．このとき [S] ∈ int(E)かつ，すべての E 内の整数点はファイバー類になる．（このような ∂Bx の面
を fibered faceと呼ぶ．）

ファイバー類の Thurstonノルムは対応するファイバーの χ− と一致する．より一般に taut folisationのコ
ンパクトリーフは Thurstonノルムを実現する曲面である事が知られている．以降の議論ではそれほど現れな
いが重要なのでここで述べておく．

定義 5.7. M をコンパクト３次元多様体，S ⊂ M は向き付けられた曲面とする．S は圧縮不可能で，ホモロ
ジーが自明になる部分集合を含まず，χ−(S) = x([S])となる時，S は taut であるという．

定義 5.8. ３次元多様体M の余次元１の transversely oriented foliationは，すべてのリーフに対して横断的に
交わる円周がとれる時，tautであるという．とくにファイブレーションM → S1から定まる foliationは taut．

定理 5.9 (Thurston [Thu86]). Taut foliationのコンパクトリーフは taut．とくにファイブレーションM → S1

のファイバー曲面は taut．

定理 5.10 (Gabai, [Gab83]). Tautな曲面をコンパクトリーフに持つような transversely orientedなフォリエー
ションが構成できる．

5.2. Agolの定理. 次の定理が virtual fibering予想の解決へのきっかけとなった．

定理 5.11 (Theorem 5.1 [Ago08]). Mを向き付け可能で既約なコンパクト３次元多様体でχ(M) = 0となる（す
なわち境界がないか，トーラスからなる）ものとする．π1(M)がRFRSならば non fibered class f ∈ H1(M ;Z)
に対してある有限被覆 pi,0 : Mi → M で p∗i,0f がファイバーフェイスの錐の境界にあるように出来る．

記号 pi,0 : Mi → M は単に証明内のものとあわせるためにそのように書いた．証明は後の節で与える．
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5.3. Sutured manifolds. 以降，埋め込み Y ⊂ X に対し，その閉近傍をN(Y )とし，X\\Y = X \N(Y )と
書くことにする．

定義 5.12. M をコンパクトで向き付けられた３次元多様体とする．γ ⊂ ∂M はアニュラス A(γ)とトーラス
T (γ)からなる集合で各アニュラスにはコアとなる向き付けられた円周 s(γ) ⊂ A(γ)がが指定されているとす
る．さらに ∂M\\A(γ)は２つの向き付けられた曲面R+(γ)/R−(γ)に分かれていて，境界での向きが s(γ)と
同調している時 (M, γ)を sutured manifold と呼ぶ．（Figure 6． s(γ)は suture (縫い目)と呼ばれる．）

R+

R+

R−R−

s(γ)
A(γ)

Figure 6. Sutured manifoldの例．図はM がソリッドトーラスの場合（A(γ)を一部省略）．

S を曲面とすればM = S × I は A(γ) = ∂S × I，R(γ) = S × {0} ∪ S × {1}とする sutured manifoldにな
る．これを product sutured manifold と呼ぶ．とくに曲面 S が円板 Dである時，M = D × I を sutured ball
と呼ぶ．

Gabaiによって Thurstonノルム xは次のように一般化されている．K ⊂ ∂M を部分曲面とする．このと
きH2(M,K;Z)の元 z はM に properlyに埋め込まれた曲面 (S, ∂S) ⊂ (M,K)で z = [S]と表す事が出来る．
z ∈ H2(M,K;Z)に対して，

x(z) = min{χ−(S) | (S, ∂S) ⊂ (M,K), [S] = z}
と定義する．

Mが既約でR(γ)がH2(M, γ)の中でThurstonノルムと一致する曲面で，incompressibleであるとき，(M, γ)
を taut sutured manifold と呼ぶ．とくに (S×I, ∂S×I)は tautである．Sutured manifold (M, γ)内の foliation
に対しても tautの概念が定義できる．Gabaiの定理 5.10に現れる foliationは，多様体を taut surfaceで切り
開いていくことによってより簡単な taut sutured manifoldに分解して行く事で構成される．

6. Normal surfaces

M をコンパクトな３次元多様体とする．T をM の三角形分割とする．T の四面体の数を tで表す事にする．
M に properに埋め込まれた（向き付け可能とは限らない）曲面 S が normal surface であるとは S と T の各
四面体との交わりが次の７つのタイプのディスクに平行な物のみからなるときをいう．

このような disk を normal disk と呼ぶ．各四面体の中のそれぞれのタイプの normal disk の数を xi で表せ
ば，normal surfaceは 7t個の非負整数 (x1, x2, . . . , x7t)で記述できる．逆にこのよう非負整数の組から normal
surfaceを構成する事ができるが，次の２つの条件を満たす必要がある．まず上記の normal diskのうち最後の
３つは同時に現れる事はない．よってそれらに対応する座標は，どれか一つが 0でなければ他は 0でなければ
ならない．これらの互いに同時に現れない diskは四面体の４辺と交わる事から四角形と呼ぶことにする．次に
それぞれの四面体の中の normal diskが T 内でうまくつながる条件を考えなければならない．２つの四面体が
面が隣り合うある３角形を考える（Figure 7）．各四面体内の normal diskとこの３角形との交わりは３角形の

xi

xk

xl

xj

Figure 7. 各面で xi + xj = xk + xl をみたしていれば，normal diskから曲面を再構成できる．

２つの辺を結ぶアークになる．この３角形でそれぞれの normal diskがつながりあうためには Figure 7にある
ように，関係式 xi + xj = xk + xlを満たさなければならない．このような２つの四面体が隣り合う３角形ごと
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に３つのタイプのアークに対応して，３つの関係式が出てくる．これらの関係式の解の空間で xi ≥ 0となる物
を ST ⊂ R7tと書くことにする．これは R7t内の凸錐になる．ST のうち，４角形が同時に現れないという条件
をみたす物を admissible solutionという．Admissible solutionの集合は R7t内の凸集合にはならないが，凸錐
の和集合にはなる．Admissible solutionの整数点が normal surfaceの空間と完全に一致する事がわかる．

ST の元の定数倍は単に normal diskを平行に並べていった物と見なせるので，ST の射影化を考えるのが自
然である．そこで PT を ST のなかで

∑7t
i=1 xi = 1をみたす集合とする．PT は ST の射影化と思える．PT の

元に対しても admissible solutionが定義できて，それらの集合は多面体の和集合とみなせる．
Normal surface F に対して，F（の射影化）を含む最小の面 CF ⊂ PT が一意に定まる．CF は admissible

solutionからなる事がわかる．Normal surface Gの射影化が CF に入る時，Gは CF に運ばれるという．CF

に運ばれる２つの normal surface G,H は，T の各四面体の中で同じ四角形のタイプをもつのでG+H が定義
できる．これは GとH から定まる normal diskをそれぞれ平行に並べて構成した normal surfaceである．構
成から G+H も CF に運ばれる．

Normal surface F に対し，F ∩ T (1) の数を wt(F ) と書く事にする．F と同じ M 内のアイソトピー類の
normal surfaceはたくさんあるが，wt(F )を最小にする物を考えるのが便利になる事がわかる．
３次元多様体M 内の曲面で局所的に Figure 8の左図の様な特異集合を持つ物を branched surfaceという．

特異集合を除いた曲面の各成分に weightをあたえ，それが特異集合のところで Figure 8の右図にあるように

x1 = x2 + x3

x2

x3

x1

Figure 8. 左図は branched surfaceの特異集合の局所的な図．右図のように branched surface
に特異集合で和が適合するように weightをのせると，埋め込まれた曲面が構成できる．

x1 = x2 + x3 の関係式をみたすと，それらを特異集合に沿って張り合わせる事で埋め込まれた曲面が出来る．
このように構成されたM 内曲面は，その branched surfaceに運ばれるという．状況が normal surfaceの ST の
admissible solutionと似ているが，実際次のように対応する．Figure 9にあるように，T 内の normal surface
F から各 normal diskのタイプを同一視し，他のタイプの normal diskとうまく張り合わせる事で，branched
surfaceを構成する事ができる．この branched surfaceを BF と書く事にする．構成法から PT の面 CF に運

Figure 9. 左図から右図のように変形する事で，normal surfaceから自然に branched surface
が構成できる．また各 normal diskの枚数から自然に weightが定まる．

ばれる normal surfaceは BF に運ばれる事がわかる．また CF の座標から，BF の weightが自然に定まる事
もわかる．ここで BF ではなく BF と書いたのは，後で BF から余計な部分を取り除いてより良い性質を持つ
branched surface BF を構成するためである．

F をM 内の taut surfaceとする．すなわち Thurstonノルムを実現する圧縮不可能な曲面でホモロジカル
に自明になる部分を含まない物とする．ホモロジー類 [F ]を表す taut surfaceの中で wtが最も小さくなる物を
lw-taut (least weight taut)と呼ぶ．ここで圧縮不可能曲面は必ず T の normal surfaceにアイソトピックであ
る事を注意しておく．定理 5.1の (1)より F が lw-tautなら nF も lw-tautになる．
定理 6.1 (Tollefson-Wang, Thm 3.7 [TW96]). f ∈ H2(M, ∂M ;Z)に対して，次の性質をみたす PT 内の面 Cf

が存在する．[Cf ] ⊂ H2(M, ∂M ;Z)を Cf に運ばれる向き付けられた曲面のなすホモロジー類全体とする．こ
のとき Cf は [Cf ]の元を代表するすべての lw-taut surfaceを運ぶ．この Cf を complete lw-taut faceと呼ぶ

Cf は次のように構成される．F を normal surfaceとする．PT の面 CF に運ばれるすべての normal surface
が lw-tautであるときCF は lw-tautであるという．まず F が lw-taut surfaceならCF が lw-tautである事が示
される [TW96, Thm 3.3]．f ∈ H2(M, ∂M ;Z)に対して，f を代表する向き付けられた lw-taut normal surface
{F1, . . . , Fn}が有限個だけ存在する．このとき F = F1 + · · · + Fn はホモロジー類 nf を表す lw-taut surface
になる．この F を用いて Cf = CF と定義すると Cf は定理の性質をみたす事がわかる．この normal surface
F を用いて Bf = BF と定義する．F を f から決まる canonical lw-taut surfaceと呼ぶ．定理 6.1の性質から
g ∈ [Cf ]ならば Cg ⊂ Cf であり，[Cg] ⊂ [Cf ]である．
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F を lw-tautな向き付けられた normal surfaceとする．BF から穴が 0個以上の穴あきディスクを取り除く
事で Reebless incomrepssible branched surface (RIB) BF が構成できる．
定義 6.2 (Oertel [Oer84]). ３次元多様体M 内の branched surface Bが次の条件を満たす時，Reebless incom-
pressible surface (RIB)と呼ぶ．

(i) B は contact diskを持たない．
(ii) ∂hN(B)はM \ \N(B)の中で incompressibleかつ ∂-incompressible．
(iii) M \ \N(B)はmonogonを含まない．
(iv) B は Reeb componentを含まない．
定義に出てくる用語の説明はここでは省略する．

定理 6.3 (Oertel [Oer84]). RIBに運ばれる曲面ですべての weightが正の物は，π1-injectiveな曲面である．ま
たM 内には有限個の RIBが存在して，すべての向き付け可能な圧縮不可能曲面はそれらのうちの一つに運ば
れる．
さらに taut surfaceを運ぶよい branched surfaceも定義される．これは Tollefson-Wangの仕事と関わるの

でここでまとめておく．
定義 6.4 (Oertel [Oer86]). ３次元多様体M 内の branched surface Bが向き付けられているとは Figure 10の
中図のように，特異集合の補集合の各成分に特異集合のところで整合するような向きが入っている場合をいう．
向き付けられた branched surfaceの closed transversalとはM 内の向き付けられた単純閉曲線で B と向きが
あうように横断的に交わる物である．Bの特異集合の補集合の各点に対し，その点を通る closed transversalが
存在するとき，Bを homology branched surface であるという．Bが homology branched surfaceで RIBであ
るとき，Bは homology RIB であるという．向き付けられた branched surface Bが Thurstonノルムを最小に
する曲面しか運ばない時，B を taut oriented branched surface と呼ぶ．B が taut orientedで homology RIB
であるとき B を taut homology RIB と呼ぶ．
定義から taut homology RIBに運ばれる曲面は tautである．

定理 6.5 (Oertel [Oer86]). B は homology RIBであるとする．B に運ばれる曲面には自然に向きが入り，そ
れらは incompressibleでH2(M, ∂M ;Z)の非自明な元を与える．

M 内には有限個の taut homology RIBが存在して，任意のH2(M, ∂M,Z)の元はそれらのどれかに運ばれ
る曲面で実現される．

f ∈ H2(M, ∂M ;Z)に対し f から決まる canonical lw-taut surfaceを F とする．Bf = BF から穴あきディ
スクを取り除く事で Reebless incomrepssible branched surface (RIB) BF が構成できることを述べた．Cf に
運ばれる曲面は構成法から Bf に運ばれるが Bf にも運ばれる事がわかる [TW96, Lem 6.1]．

Bを branched surfaceとする．Bの近傍N(B)にはFigure 10の左図の様にインターバル Iによる foliationの
構造が入る．N(B)の境界は垂直面 ∂vN(B)と水平面 ∂hN(B)に分かれる．ここでAgolの論文に従いGuts(B) =

∂hN(B)

∂vN(B)

R+

R+

R−

A(γ)

R−

Figure 10. 左図はbranched surface Bの近傍N(B)．右図は向き付けられたbranched surface
の補空間の sutured manifoldの構造を表す．

M \\Bと定義する．これは他のAgolの論文に出てくるGutsとは定義が違う物である事を注意しておく．（N(B)
を JSJ分解に出てくる曲面上の I-bundleの様に思えば，その補空間をGutsと呼ぶのは自然ではある．）さらに
B に向きが入る場合には Guts(B) = M \ \N(B)に A(γ) = ∂vN(B)，R(γ) = ∂hN(B)となるように sutured
manifoldの構造が入る．f ∈ H2(M, ∂M ;Z)の元に対してはNf = N(Bf )，Nf = N(Bf )と定義する．このと
き Guts(Bf )は taut sutured manifoldになる．これを (Guts(Bf ), γ(Bf ))と書く事にする．
補題 6.6 (Lem 4.3 [Ago08]). f ∈ H2(M, ∂M ;Z)とする．もし (Guts(Bf ), γ(Bf ))が product suturedなら f
はファイバー類になる．
Proof. F を f から決まる canonical lw-taut surfaceとする．F は Nf 内に入る．Nf を F の近傍の境界（2F
と思える）で切り開いた物を LF と書く事にする（Figure 11）．LF には Figure 11にあるように F を底空間
とする I バンドルの構造が入る．(Guts(Bf ), γ(Bf ))が product suturedであれば LF とGuts(Bf )を γ(Bf )に
沿って貼りあわせる事で LF ∪Guts(Bf )に I バンドルの構造が入る．これの境界は 2F であり，再び貼りあわ
せる事でM に F をファイバーとするファイブレーションの構造が入る事がわかる． "
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F

LF
N(F )

Figure 11.

補題 6.7 (Lem 4.1 [Ago08]). M をコンパクトな既約３次元多様体とする．E を Thurstonノルムの単位球 Bx

の最大次元の面に対応するH2(M, ∂M)内の錐とする．f ∈ H2(M, ∂M ;Z)は E の内部の点であるとする．ま
た Cf は taut faceの中で最大になっているとする．このとき
(6.1) im{H1(M ;Z) → H1(Guts(Bf );Z)} = 0

Proof. im{H1(M) → H1(Guts(Bf ))} ̸= 0であると仮定する．H2(M, ∂M ;Z)の元 g で PD(g) ∈ H1(M)が
H1(Guts(Bf ))で非自明になる物をとってくる．このとき f はEの内部の点なので，十分大きな自然数 kをとれ
ば kf+gはEに入る．さらにCf は最大なので kf+g ∈ [Cf ]と出来る．よって kf+gを表す lw-taut surface S
がCf 内に存在する．このときPD(g)は非自明な元なので，Guts(Bf )内のループαで ⟨PD(g), [α]⟩ = g · [α] ̸= 0
となる物が存在する．一方 αはNf から外せるので，[α] · f = 0．しかしながら

[S] · [α] = (kf + g) · [α] = g · [α] ̸= 0

となり，これは S がNf に運ばれている事に矛盾． "
系 6.8 (Cor 4.2 [Ago08]). M と f を補題 6.7の通りとする．このとき
(6.2) im{H1(M) → H1(Guts(Bf ))} = 0

Proof. Bf はBf から punctured diskを取り除いて作られたのでBf ⊂ Bf だからGuts(Bf ) ⊃ Guts(Bf )．よっ
てH1(M) → H1(Guts(Bf ))はH1(M) → H1(Guts(Bf )) → H1(Guts(Bf ))と分解するので，(6.1)より (6.2)
が従う． "
補題 6.7の意味を考えてみる．Mを３次元多様体で π1(M)がRFRSであるとする．π1(M) > G1 > G2 > · · ·

はRFRSの条件を満たす部分群の列とし，Giに対応した有限被覆をMi → M と書くことにする．fi ∈ H1(Mi)
は補題 6.7の条件を満たすとする．このとき

im{H1(Mi) → H1(Guts(Bfi))} = 0 ⇐⇒ im{Hom(π1(Mi),Z) → Hom(π1(Guts(Bfi)),Z)} = 0

⇐⇒ π1(Guts(Bfi)) ""

trivial

''π1(Mi)
any "" Z

なので，G1 > G2 > · · · が RFRSの公理をみたしている事から
π1(Guts(Bfi)) → H1(Mi;Z)/Tor → Gi/Gi+1

は自明になる．よって π1(Guts(Bfi)) < Gi+1 がいえる．このことから Guts(Bfi)はMi+1 にリフトする事が
いえる．

7. RFRS =⇒ virtually fibered

この節では次の定理の証明を与える：
定理 5.11 (Theorem 5.1 [Ago08]) M を向き付け可能で既約なコンパクト３次元多様体で χ(M) = 0となるも
のとする．π1(M)が RFRSならば non fibered class f ∈ H1(M ;Z)に対してある有限被覆 pi,0 : Mi → M で
p∗i,0f がファイバーフェイスの錐の境界にあるように出来る．

Proof. まず記号を準備する．G = π1(M)とし G > G1 > G2 > · · · を RFRSの公理をみたす部分群の列と
する．Gi に対応した有限被覆を Mi → M と書く事にする．また M0 = M とする．j > i に対し被覆写像
pj,i : Mj → Mi が定まる．T をM の三角形分割とする．Ti = p−1

i,0 (T )はMi の三角形分割を与える．
f = f0 ∈ H1(M0)を与えられたコホモロジー類とする．これから fi ∈ H1(Mi)を帰納的に構成する．fi か

ら fi+1 を次の性質を満たすように構成する．
(i) fi+1 は p∗i+1,ifi の微小変形，
(ii) Cp∗

i+1,ifi
⊂ Cfi+1，

(iii) fi+1 は Bx(Mi+1)の最大次元の面に入る，
(iv) Cfi+1 は最大次元の面．
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補題 6.6より十分大きい iに対してGuts(Bfi)が product sutured，とくに sutured ballからなる事が示されれ
ば fi はMi のファイバー構造を定める事になり証明が終わる．
つぎにGuts(Bf )に対する complexityを定義する．まずGuts(Bf )の連結成分Qに対すして，c(Q)をQ内

の Bf と交わらないようにとれる normal diskのタイプのうちNf 内に normal isotopyで動かせないものの数
とする（Figure 12）．これを用いて c(Guts(Bf )) = max{c(Q) | Qは Guts(Bf )の連結成分 } と定義する．定

0

0

1

1

0

1

2

0

4

0

0

Figure 12. 黒は Cf に現れるディスクのタイプを表す．これらをくっつけて Bf が構成され
た．赤は c(Q)に寄与するディスクを表す．（右図ではあと２つ c(Q)に寄与する四角形がとれ
るがうまく描けないので省略した．）

義から
• 連結成分 Q ⊂ Guts(Bf )に対し，c(Q) ≤ c(Guts(Bf ))．
• Cf ⊂ Cg すなわち Bf ⊂ Bg ならば Guts(Bf ) ⊃ Guts(Bg)．Qを Guts(Bg)の連結成分とする．この
とき Guts(Bf )の連結成分Q′で Q′ ⊃ Qとなるものが存在する．（Q′を Bg \Bf で切った一部が Qに
なっている．）このとき c(Q′) ≥ c(Q)．また等号が成り立つ時 Q′ = Q．

ある iに対し，すべての Q ⊂ Guts(Bfi)が単連結ならば，Qは taut sutured ballになり，補題 6.6より fi
はファイバー構造を与えるので証明することはない．あるQ ⊂ Guts(Bfi)が単連結でない場合，ある J > iが
存在して c(Guts(BfJ )) < c(Guts(Bfi))となることを示すのが目標である．このように complexityが必ず減っ
ていく事から，ある段階から Guts(Bfi)が taut sutured ballからなる事をが示され，証明が完了する．
そこである iに対し，ある Q ⊂ Guts(Bfi)で π1(Q) ̸= 1である物が存在すると仮定する．Bfi は RIBだっ

たので π1(Q) → π1(Guts(Bfi))は単射になる．∩iGi = 1なので，ある j = j(Q) > iが存在して，π1(Q) < Gj

だが π1(Q) ≮ Gj+1 となる．よって g ∈ π1(Q) < Gj だが g /∈ Gj+1 となる元が存在する．g は Gi/Gi+1 の中
で非自明な元なので，RFRSの仮定からH1(Mi;Z)/Torの非自明な元をあたえる．ここで π1(Q) < GiよりQ
のリフト Q′ ⊂ Mj が存在する（pj,i|Q′ : Q′ → Qは同相）．Q = Q ∩Guts(Bfi)とすると Q ⊂ Qも Q′ ⊂ Mj

にリフトする．
ここで [Tol93, Thm 3.2]より Fi が Ti に関して lw-tautなら p−1

j,i Fi は Tj に関して lw-tautになる．よって

p−1
j,i (Bfi) = Bp∗

j,ifi
⊂ Bfj ⊂ Mj

となるので，Q′ ⊂ Guts(p−1
j,i (Bfi)) ⊃ Guts(Bfj )となる．Q′は Bfj によって分解されるので，その成分をQj

と書くことにする．Qj ⊂ Q′ ⊂ Q′ ⊂ Mj より

(7.1) H1(Mj) ""

non-trivial by g

((

trivial by Cor 6.8

))
H1(Q′) "" H1(Q′) "" H1(Qj)

ここで Qj ⊂ Q′ より c(Qj) ≤ c(Q′)が成り立つ．もし c(Qj) = c(Q′)ならば Qj = Q′ で，H1(Qj) ∼= H1(Q′)
だから (7.1)に矛盾．よって c(Qj) < c(Q′)となり，c(Qj) < c(Guts(Bfi))が分かる．

Q ⊂ Guts(Bfi) を動かして，c(Qj(Q)) が最大になる物を J とすれば c(Guts(BfJ )) < c(Guts(Bfi)) とな
る． "

8. NPC Cube complex

8.1. CAT(0) space. (X, d)を距離空間とする．x, y ∈ X を結ぶ測地線とは [a, b] ⊂ RからX への等長写像で
aを x，bを yへ移す物の事を言う．X の任意の２点が測地線で結べる時，X を測地空間 (geodesic space)と言
う．x, y ∈ X に対して一般にはその２点を結ぶ測地線は一意とは限らないが，xと yを結ぶ測地線を単に [x, y]
と書くことにする．
定曲率空間M2

κ を次で定義する．

M2
κ =

⎧
⎨

⎩

(S2, 1√
κ
dS2) κ > 0のとき,

(E2, dE2) κ = 0のとき,
(H2, 1√

−κ
dH2) κ < 0のとき.

M2
κ の直径 Dκ を κ ≤ 0のとき Dκ = ∞，κ > 0のとき Dκ = π/

√
κで定義する．d(x, y) < Dκ のとき xと y

を結ぶM2
κ 内の測地線は一意に決まる．
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Xを測地空間とする．p, q, r ∈ Xに対し，測地三角形 [p, q]∪ [q, r]∪ [r, p]を考える．d(p, q)+d(q, r)+d(r, p) <
2Dκ であるときM2

κ の中の３点 p, q, r で d(p, q) = d(p, q)，d(q, r) = d(q, r)，d(r, p) = d(r, p)となる測地三
角形 [p, q] ∪ [q, r] ∪ [r, p] が存在する（等長変換を除いて一意）．x ∈ [p, q] とする．このとき x ∈ [p, q] で
d(p, x) = d(p, x)となる点が一意に存在する（Figure 13）．同様に y ∈ [p, r]に対して d(p, y) = d(p, y)となる
y ∈ [p, r]をとる．

定義 8.1. X を距離空間とする．　 (1) X が測地空間で任意の測地三角形 [p, q] ∪ [q, r] ∪ [r, p]と x ∈ [p, q]，
y ∈ [p, r]に対し，

d(x, y) ≤ d(x, y)

が成り立つとき，X を CAT(κ)空間という．(2) X の任意の点 xに対し，xを中心とするある球 B(x, rx)で
CAT(κ)空間となるものが存在する時，Xの曲率が≤ κであるという．とくに≤ 0となる空間を non-positively
curved (NPC)または locally CAT(0)という．

（κ > 0の場合には d(p, q)+ d(q, r)+ d(r, p) < 2Dκとなるように測地三角形をとる必要がある．以降 κ > 0
の場合の直径に関する条件は省略する．詳しくは [BH99]を参照．）

in M2
κ

p

r

q

p
r

q

y

x

y

x

in X

Figure 13.

例 8.2. X が Riemann多様体であるとき，X には曲線の長さが定まり，その infをとることでX は距離空間
になる．また局所的には測地線は一意なので任意の点の近傍で測地三角形を考える事ができる．X の断面曲率
が≤ κであることと，X が距離空間として≤ κとなることは同値になる．（たとえば [BH99, Chapter II.1A6]）

命題 8.3. X を CAT(0)空間とする．
(1) X 内の２点を結ぶ測地線は一意（[BH99, Ch. II, Prop. 1.4]）．
(2) X 内の完備な凸集合 C に対して X から C への最短点を与える写像 π は変位レトラクションになる
（[BH99, Ch. II, Prop. 2.4]）．とくに C として一点を考えると CAT(0)空間は可縮になる．

Sketch of proof. (1) p, q ∈ X を結ぶ２つの測地線 [p, q]，[p, q]′ を考える．r ∈ [p, q]と r′ ∈ [p, q]′ を d(p, r) =
d(p, r′)となる点とする．[p, r]と [r, q]を [p, q]の部分測地線とし，測地三角形 [p, r] ∪ [r, q] ∪ [p, q]′ を考える．
d(p, r) + d(r, q) = d(p, q)より E2 内の比較三角形は一直線になる．よって d(r, r′) ≤ d(r, r′) = 0より r = r′．
従って [p, q] = [p, q]′ となる．

[r, q]
p

r[p, r]

[p, q]

[p, q]′

qrp

r′

r′

q

x
t · d(x,π(x))

π(x)
H(x, t)

Figure 14.

(2) x ∈ Xに対して，yi ∈ Cで d(x, yi) → d(x,C)となる点列をとってくる．これはCauchy列になる事が示
され，C の完備性から yiの極限が存在する．これを π(x)とし π : X → C を定義する．x ∈ X と t ∈ ×[0, 1]に
対しH(x, t)を [x,π(x)]上の点で d(H(x, t), x) = t · d(x,π(x))となるものとして定義する．H : X × [0, 1] → X
はX の恒等写像から πへのホモトピーを与えることがわかる． "

完備 Riemann多様体の場合と同様に次の定理が成り立つ（詳しくは [BH99, Ch. II.4]を参照）：

定理 8.4 (Cartan-Hadamardの定理). 完備測地空間X が NPCならば普遍被覆 X̃ は CAT(0)．

ある距離空間の曲率が ≤ κであるか，とくに NPCであるかどうかは，局所的に判定できる．

定義 8.5 (κ-cone). Y を距離空間とする．κ ≤ 0のときX = CκY を [0,∞)× Y の (0, y)の点を同一視した空
間として定義する．CκY には次のように距離を定義する．まず Y 上の距離 dπ を dπ(y, y′) = min{π, d(y, y′)}
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で定義する．このとき CκY の距離を
κ = 0のとき

d((t, y), (t′, y′)) = t2 + t′
2 − 2tt′ cos(dπ(y, y

′)),

κ < 0のとき
cosh(d((t, y), (t′, y′))) = cosh(

√
−κt) cosh(

√
−κt′)− sinh(

√
−κt) sinh(

√
−κt′) cos(dπ(y, y

′)),

で定義する．

κ > 0の場合も同様に定義されるが省略する．詳しくは [BH99, Ch. I.5.6]を参照．Y = Sn−1 ならば CκY
はMn

κ と等長になることが示される [BH99, Ch. I.5.8]．さらに次の事実が知られている．

定理 8.6 (Berestovskii ([BH99]の Ch. II. Thm 3.14)). 距離空間 Y に対し，Y が CAT(1)である事と CκY が
CAT(κ)である事は同値．

よって距離空間 X の曲率が ≤ κである事を示すのには，X の各点で κ-coneとなる近傍がとれる事を示せ
ば必要充分である．これから述べる cube complexでは，この条件を完全に組み合わせ的に記述することがで
きる．

8.2. Cube complex. I = [−1, 1] ⊂ Rとする．以下 n次元立方体 In = [−1, 1]n をユークリッド距離により
距離空間と見なす．ϵi1 , . . . , ϵik ∈ {±1}に対し，{xij = ϵij (j = 1, . . . , k)}で定義される Inの部分集合を Inの
（(n− k)次元の）面とよぶ．

定義 8.7. XをCW複体とし，その k-skeletonをXkと書くことにする．Xの各 k-cellが Ikと同一視でき，貼
り合わせ写像 ∂Ik → Xk−1 が ∂Ik の各面の内部をXk−1 の面の内部に等長に移す写像であるとき，X を cube
complex と呼ぶ．

注 8.8. Bridson-Haefligerの本 [BH99]ではより一般にMκ 内の凸多面体を用いてMκ-polyhedral complexを
定義している．とくに En内の辺の長さが１の立方体のみを用いて構成された物を cubed complexと定義して
いる．Cubed complexのうち，(1)張り合わせ写像 ∂Ik → Xk−1が単射であり，(2)２つの cellの交わりは高々
一つの面でしか交わらない，ものを cubical complexと定義している [BH99, Ch. II.7.40]．このノートで cube
complexと呼んでいる物は Bridson-Haefligerの本での cubed complexと（１辺の長さが１か２かの些細な違
いを除けば）同じである．

X 内のパスに対して，各 In での制限をユークリッド距離で測ればパスの長さが定まる．X 内の２点 x, y
に対し，xと yを結ぶすべてのパスを考え，それらの長さの infをとる事で擬距離が定まる．（擬距離（pseudo
metric）とは距離の公理のうち d(x, y) = 0 ⇔ x = y を除いた物である．）次の定理が成り立つ：

定理 8.9 (Bridson). X が有限次元なら，X は完備な測地空間．

これは [BH99, Ch. I.7.50]の特別な場合である．Cellの数が無限であったり，X が locally compactでなく
ても上の定理は成り立つ事を注意しておく．

例 8.10. (1) 各 cellの辺の長さが一定という条件は重要である．頂点が２点 x, y，辺が en(n = 1, 2, . . . )
で定まるグラフを考える．enの長さを l(en) = 1/nで定義すると，d(x, y) = 0となり距離にならない．
l(en) = 1 + 1/nと長さを定義すると距離空間にはなるが，x, yを結ぶ測地線が存在しないので測地空
間ではない．また [0, 1) = [0, 1/2]∪ [1/2, 3/4]∪ [3/4, 7/8]∪ · · · を考えると，これは測地空間であるが，
完備ではない．

(2) 有限次元という条件は必要である．可分なHilbert空間Hと正規直交基底 e1, e2, · · · を固定する．{ei}∞i=1

の有限部分集合ではられるH 内の cube全体は cube complexになるが，これは完備ではない．

8.3. NPC cube complex. この節での結果はGromov [Gro87]によって得られたものであるが，引用は [BH99]
からすることにする．

In = [−1, 1]n ⊂ Enの点 xに対し，xのリンク Lk(x)を xにおける Inへの単位ベクトルの集合とする．よっ
て Lk(x)には Sn−1 ⊂ TxEn の部分集合として距離構造が入る事がわかる．また Lk(x)は Sn−1 の多面体にな
り，面の間の角度はすべて π/2となる．指数写像 TxEn → Enを考える事で，C0(Lk(x))の cone pointの ϵ-近
傍は xの In内での ϵ-近傍と同一視できる．とくに xが Inの頂点である場合には Lk(x)は Sn−1内のすべての
面角が π/2の simplexとなる．

X を cube complex とする．x ∈ X に対し，x を含む各 cube でリンクをとった物をつなぎあわせる事で
Lk(x)が定義できる．定理 8.6により各点 x ∈ X で Lk(x)が CAT(1)ならばX は locally CAT(0)になる事が
わかる．xが k-skeletonに入っている時，その点を X の頂点に近づけてもリンクは変わらないので，結局 X
の頂点でのリンクのみを考えればいいことになる．xが X の頂点である時，Lk(x)はすべての面角が π/2の
spherical simplexからなる複体なので状況が非常に簡単になる．
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Lk(x)

C0(Lk(x))

Figure 15.

定義 8.11. Lを単体的複体とする．Lの頂点{v0, . . . , vk}の任意の２点が互いに辺で結ばれるならば，{v0, . . . , vk}
は Lのある k-単体の頂点になるとき，Lは flag complexであるという．
定理 8.12 (Ch. II.5.18 [BH99]). Lはすべての面角が π/2の spherical simplexからなる複体とする．このとき
Lが CAT(1)である事と flag complexである事は同値．
この定理から cube complex X が NPCかどうかはリンクが flag complexかどうかを確かることで分かる．

定理 8.13 (Gromov’s NPC condition). X を cube compelxとする．各頂点でのリンクが flag complexである
ことと，X が locally CAT(0) (NPC)である事は同値．
まず cube compelx X のある頂点におけるリンクは一般には単体的複体にはならない事を注意しておく

（Figure 16）．Flag complexになると言ったときには，リンクが単体的複体になっている事も保証している．

Figure 16. 左図は４つの正方形からなり，中図は１つの立方体と１つの正方形からなる．黒
の頂点におけるリンクは左図では flagではなく，中図では flagになっている．右図はリンク
が単体的複体になっていない．

NPC cube complexはその 2-skeletonの情報だけで決まってしまう：

補題 8.14 (Lemma 2.5 [HW08]). X1 と X2 を NPC cube complexとする．X1 の 2-skeletonを X(2)
1 とする．

φ : X(2)
1 → X2を組み合わせ写像（combinatorial map）とする（すなわち CW複体の複体写像）．このとき φ

はX1 → X2 に一意に拡張する．とくに NPC cube complexはその 2-skeletonで完全に決まる．
8.4. Salvetti complex for RAAG. Γ を単体グラフとし，対応する RAAG AΓ を考える．このとき AΓ

を基本群に持つ NPC cube complex SΓ を次のように構成できる．まず SΓ の 0 単体として１点を取ってく
る．次に Γの頂点 V (Γ)ごとに 1-cubeをはる．もし v1, v2 ∈ V (Γ)が辺で結ばれていた場合には，2-cubeを
v1v2v

−1
1 v−1

2 にそってはる．つぎに v1, v2, v3 ∈ V (Γ)が Γの中で完全グラフを張るならば，3-cubeをはる．同
様に v1, v2, . . . , vk ∈ V (Γ)が Γの中で完全グラフを張るならば k-cubeをはっていく．構成から SΓ は n次元
トーラスの標準的なセル分割の部分複体になっている．Γが完全グラフなら SΓ は n次元トーラスで，Γが頂
点のみからなる場合は n個の S1 のウェッジになる．

v1 v2 v3

v2

v1

v3

v3

v1

v2

Figure 17. Salvetti複体の例．右のグラフは頂点でのリンクを表す．

SΓの唯一つの頂点でのリンクをみるとこれは flag complexになっている事がわかる．よって SΓはNPC cube
complexである．とくにその普遍被覆は CAT(0)空間で可縮となる．また 2-cubeの貼り方から π1(SΓ) ∼= AΓ

である．よって SΓ は AΓ の Eilenberg-MacLane空間である．
系 8.15. AΓは有限次元の Eilenberg-McLane空間 SΓをもつ．とくにAΓのホモロジー次元は有限であり，AΓ

は torsion free．
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9. Special cube complex

前節で RAAGを基本群に持つ NPC cube complex，‘Salvetti complex’ が定義できる事がわかった．どの
ような NPC cube complexが Salvetti complex（またはその部分空間）として実現できるかを特徴付けるのが
special cube complexの概念である [HW08]．

9.1. Hyperplanes. Inの中にはある座標を 0にする事で (n− 1)次元の cubeが定義できる．これをmidcube
とよぶ．X を cube complexとする．X の各 cubeの中のmidcubeはX の貼り合わせ写像から cube complex
の構造を持つ事がわかる．このようにmidcubeからできた cube complexの連結成分をX の hyperplane と呼
ぶ．X がNPC cube complexであれば hyperplane Y もNPC cube complexになる事が定義から直ちに従う．

Figure 18. 赤は hyperplane，向きの付いた辺（の同値類）は wallを表す．

Inの各midcubeにはそれと直交する辺が 2n−1本ある．X の辺の間に，同じ hyperplaceに直交する物を同
じとする同値類を考えることができる（Figure 18）．このような辺の同値類を wall とよぶ [HW08]．定義から
hyperplaneと wallは本質的に同じ概念である．

Hyperplane Y のX の中での近傍を考えることで，Y が “2-sidedである”が意味をもつ．一般にNPC cube
complexの hyperplaneは自己交差を持つかもしれないし，2-sidedでないかもしれない．しかし次の定理が成
り立つ．
定理 9.1 (Sageev [Sag95]，[Wis11a]のThm 2.11). CAT(0) cube complex Xの hypersurface Y は再びCAT(0)
cube complexで元の cube complexの中に埋め込まれていて 2-sided．さらに Y ×IはXの中で convexで，X \Y
は２つの連結成分からなる．
この定理により普遍被覆をとれば hyperplaneは埋め込みに持ち上がる事が分かる．（ある状況のもとでは，

有限の被覆で交差が解消できることを保証するのが Agolの定理 [AGM12]といえる．）この定理のわかりやす
い証明が [Wis11a]の §3にある．

9.2. Local isometry. f : Y → X を距離空間の間の写像とする．すべての y ∈ Y に対し，ある ϵy > 0がと
れて，f の B(y, ϵy)への制限がその像への等長写像であるとき f を local isometry とよぶ．
次の命題 9.2を述べるため若干の用語を準備する．距離空間 (X, d)内のパス c : [a, b] → X に対して，cの

長さを

l(c) = sup
a=t0≤t1≤···≤tn=b

n−1∑

i=0

d(c(ti), c(ti+1))

で定義する．距離空間 (X, d)が任意の x, y ∈ X に対し d(x, y) = inf{l(c) | cは xと yを結ぶパス }を満たすと
き，X は length space であるという．
命題 9.2 (Ch. II.4.14 [BH99]). X と Y を完備で連結な距離空間とする．X が NPCで，Y は各点で length
space である近傍がとれる（局所的に length space）とする．f : Y → X を距離空間の間の local isometryと
する．このとき

(0) Y は NPC．
(1) f∗ : π1(Y, y0) → π1(X, f(y0))は単射．
(2) X,Y の普遍被覆をそれぞれ X̃, Ỹ とすると，f のリフト f̃ : X̃ → Ỹ は等長な埋め込み．
定理 8.9よりX と Y が連結な cube complex でX が NPCであれば，命題 9.2の条件は満たされる．NPC

cube complexが組み合わせ的に特徴付けられたのと同様に，local isometryも組み合わせ的に特徴付けできる．
定義 9.3. φ : Y → X を cube complexの間の組み合わせ写像とする（すなわちCW複体の複体写像）．すべて
の Y の頂点 yに対し φの誘導する写像 Lk(y) → Lk(φ(y))が単射で，Lk(y)が Lk(φ(y))の中で full subcomplex
（Lk(φ(y))の中の k-単体が Lk(y)の k-単体の像となる）になっているとする．このとき φを local isometryと
いう．

X が NPCであるとき，cube complexの間の組み合わせ写像 φ : Y → X が距離空間として local isometry
である事と，上の local isometryの定義は同値である事が次のようにしてわかる．各 y ∈ Y の近傍は Lk(y)の
0-cone C0Lk(y)の cone pointの近傍と等長なので，φ : Lk(y) → Lk(φ(y))が等長な埋め込みである事と Lk(y)
が Lk(φ(y))の中で full subcomplex になっている事が同値である事を示せば良い．φ : Lk(y) → Lk(φ(y))が
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等長な埋め込みであれば Lk(y) → Lk(φ(y))は単射であり，等長である事から Lk(y)の k-単体は Lk(φ(y))の
k-単体にうつる．逆に Lk(y) の k-単体が Lk(φ(y)) の k-単体に移れば，パスを用いて距離を定義した事から
Lk(y) → Lk(φ(y))は等長になる．

X と Y がともに NPCであるときにはリンクが flag complex であることから full subcomplex の条件は，
“Lk(φ(y))の中で隣り合っている φ(Lk(y))の 2点が φ(Lk(y))の中で隣り合う”事と同値になる．

9.3. Special cube complex.

定義 9.4 ([HW08]). Cube complex X に対して，次の条件を考える（Figure 19）：
(1) 各 hyperplaneは埋め込まれている．
(2) 各 hyperplaneは 2-sidedである（hyperplaneに直交する向き付けられたベクトルが定まる）．
(3) Direct osculationがない．
(4) Indirect osculationがない．
(5) Inter osculationがない．

X が (1), (2), (3), (5)を満たす時（(4)は含まない），X は special であるという．

Figure 19. (1)埋め込みでない, (2)2-sidedでない, (3) direct osculation, (4) indirect oscu-
lation, (5) inter osculation.

注 9.5. Haglund-Wiseの原論文では，これをA-specialと呼んでいる [HW08, Def. 3.2]．このノートでは最近
の論文 [Wis11b]と [Wis11a]に従いこれを単に specialとよぶ．

Osculationに関する正確な定義は次のとおりである：
• H を cube complex X の hyperplaneとする．H に双対な２つの異なる辺 e1と e2で頂点を共有するも
のが存在する時H は self-osculate するという．さらにH が 2-sidedであるとき，e1と e2には向きが
入る．それぞれの辺の始端で頂点を共有するとき direct osculate するという．（辺の向きを入れ替えれ
ば終端が一致するとしても同値．）片方の始端ともう片方の終端を共有する時 indirect osculate すると
いう．

• Cube complex X の２つの hyperplane H1とH2がどこかの cubeで交わる（squareを共有する）とす
る．H1，H2と双対な辺 e1と e2で，頂点を共有するが squareを共有しないものが存在するとき inter
osculate するという．（例えば Figure 20 の状況は inter osculationではない．）

Figure 20.

たとえば，定理 9.1より CAT(0) cube complexは specialである．Salvetti complex SΓ はトーラスの標準
的な cell分割の部分複体になっている事を思い出せば，SΓが specialである事は直ちに分かる．実は次の定理
が成り立つ：

定理 9.6 (Haglund-Wise Thm 1.1 [HW08], Lem 4.4 [Wis11a]も参照). X を compact NPC cube complexと
する．このときX が specialである事と，X からある RAAGの Salvetti complexへの local isometryが存在す
る事は同値．

Proof. まず定義から local isometry X → Y があるとき，Y が special なら X も special．とくに Salvetti
complexへの loacl isometry X → SΓ があればX は special．よって逆が非自明な問題になる．
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X を special cube complexとする．このときX の hyperplaneを頂点とし，辺は２つの hyperplaneが交わ
るとき張るものとして，単体的グラフ Γが定義できる．Γに対する Salvetti complexを SΓとする．X がコン
パクトであるから Γは有限である．
各 hyperplaneは 2-sidedであるから，X の各辺に向きを入れる事ができる．X の向き付けられた辺の同値

類 (wall)が Γの辺に対応するので，X の 1-skeleton X(1) から SΓ の 1-skeletonに写像をつくる事ができる．
X の hyperplaneは埋め込まれている事から，X の 2-cube内の 2つのmidcubeは必ず異なる hyperplaneに

属している事がわかる．Salvetti complexの定義から SΓ の中に対応する 2-cubeが存在する．この対応によっ
て 2-skeletonの間の写像X(2) → SΓ

(2) に拡張する．同様にX の k-cubeの k個のmidcubeはそれぞれ異なる
hyperplaneに属している事から k-skeletonへの拡張 X(k) → SΓ

(k) が自然に定義できる．このようにして (1)
と (2)の条件から組み合わせ写像 φ : X → SΓ が構成される．
つぎに φが local isometryになっている事を確かめる．頂点 x ∈ X(0) に対し Lk(x) → Lk(φ(x))が単射で，

像が full subcomplexになっていればよい．
Lk(x) → Lk(φ(x)) が単射であるためには x を頂点とする 2 つ異なる辺 e1 と e2 が SΓ の中で異なる辺に

移っていることが必要十分である．e1と e2が SΓの同じ辺に移るという事は e1と e2が（向きを込めて）同じ
hyperplaneに属しているという事である．このとき xはこの hyperplaneの direct osculateする点になる．す
なわち Lk(x) → Lk(φ(x))が単射であることと，direct osculationがないことは同値である．

Lk(x) → Lk(φ(x))の像が full subcomplexである事を確かめる．すなわち φ(Lk(x))の 2つの頂点が辺を張
る時 Lk(x)の中で辺を張る事を確かめる．φ(Lk(x))の 2つの頂点はそれぞれ xを頂点とする X の辺 e1 と e2
に対応しているとする．これが Lk(φ(x))の中で辺を張る事と φ(e1)と φ(e2)の間に 2-cubeがある事は同値，
すなわち e1 と e2 がそれぞれ互いに交わる hyperplaneに属している事と同値である．e1 と e2 を Lk(x)の頂
点として見た時，これらの間に辺が存在する事と e1 と e2 を辺に持つ squareがX の中に存在する事は同値で
ある．すなわち e1 と e2 は xで inter osculate しないこと同値である．よって Lk(x) → Lk(φ(x))の像が full
subcomplexである事と inter osculationがない事は同値である． "

命題 9.2により次がいえる：

系 9.7. 群 Gが compact NPC special cube complexの基本群ならば，Gは RAAGの部分群．

10. LERF

X を曲面とする．曲面の中の閉曲線 γ を考える．但し γ は１点にホモトピックでないとする．一般には γ
をアイソトピーで動かしても γの交点を取り除けないかもしれないが，ある有限の被覆X ′ → X に持ち上げる
と γ の交点を取り除ける可能性がある（Figure 21）．

Figure 21.

この問題を次のように一般化する：π1(X)の有限生成部分群 H に対して，ある有限被覆 p : X ′ → X と部
分曲面 i : Y ′ ⊂ X ′ で p∗(i∗π1(Y ′)) = H となる物がとれるかという問題を考える事ができる．

Y ′ ⊂ X ′

$$
X

, π1(Y ′) ""π1(X ′)

$$
π1(X)

上の例の場合H = ⟨γ⟩で，Y ′ として γ のリフトの近傍をとればよい．このような有限被覆は確かに存在する
事が Scottにより示されている [Sco78]．これは π1(S)が LERFであるという事と密接に関係している．

定義 10.1. Gを群とする．Gの部分群H に対して，

H =
⋂

G>K>H,[G:K]<∞

K

が成り立つ時，H は分離的（separable）であるという．Gの任意の有限生成部分群 H が分離的である時，G
は locally extended residually finite (LERF)であるという．

とくに有限生成部分群として {e}を考えると，LERFなら residually finiteであることが分かる．Gが CW
複体X の基本群である時，Gが LERFであることを幾何学的に特徴付ける事ができる．まず residually finite
の場合について考える．
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補題 10.2. X を CW複体とし，X̃ をその普遍被覆とする．次の条件は同値：
(1) G = π1(X)は residually finite．
(2) 任意のコンパクト部分集合 C ⊂ X̃ に対して，次の性質を満たす有限指数部分群G1 < π1(X)が存在す
る：g ∈ G1(g ̸= 1)に対して g · C ∩ C = ∅（すなわち {g ∈ G1 | g · C ∩ C ̸= ∅} = {1}）．

(3) 任意のコンパクト部分集合 C ⊂ X̃ に対して，次の性質を満たす有限指数部分群G1 < π1(X)が存在す
る：合成 C ⊂ X̃ → X̃/G1 が中への同相．

Proof. (2)と (3)が同値である事は明らか．(1)と (2)が同値である事を示す．
まず任意のコンパクト部分集合 C ⊂ X̃ に対して g · C ∩ C ̸= ∅となる g ∈ Gは有限個である事を注意して

おく．実際 C がコンパクトなので，C は有限個のセルで覆える事，デッキ変換はセルを保つ写像である事，を
考えればこのような gは有限個しかない．

GがRFであるとする．任意のコンパクト集合C ⊂ X̃に対して有限部分集合T = {g ∈ G | g ̸= 1, g·C∩C ̸= ∅}
を考える．Gが RFより t ∈ T に対して tを含まない Gの有限指数部分群 Gt が存在する．G1 = ∩t∈TGt と
すれば，G1 は G の有限指数部分群（補題 2.2(2)）で T の元を含まない．G1 は T の元を含まないことから
{g ∈ G1 | g · C ∩ C ̸= ∅} = {1}．

Gは (2)を満たすとする．任意の g ∈ Gに対し有限指数部分群G1で g /∈ G1となる物を見つければ良い．x ∈ X̃
をとり，コンパクト集合C = {x, gx}を考える．条件からある有限指数部分群G1で{h ∈ G1 | h·C∩C ̸= ∅} = {1}
となるものが存在する．ここで C の定義から g /∈ G1．よって Gは RF． "
補題 10.3. X を CW複体とし，X̃ をその普遍被覆とする．次の条件は同値：

(1) G = π1(X)は LERF
(2) 任意の有限生成部分群 H < Gと，任意のコンパクト部分集合 C ⊂ X̃/H に対して，次の性質を満た
す有限指数部分群 G1 < π1(X)が存在する：G1 > H で，合成 C ⊂ X̃/H → X̃/G1 は中への同相．

Proof. Gは LERFであるとする．有限生成部分群 H < Gに対し自然な射影を p : X̃ → X̃/H とする．任意
のコンパクト部分集合 C ⊂ X̃/H に対し，コンパクト部分集合D ⊂ X̃ で p(D) = C となる物が存在する（D
は C と同相とは限らない）．補題 10.2の証明にあるように T ′ = {g ∈ G | gD ∩ D ̸= ∅}は有限集合である．
T = T ′ \ (T ′∩H)とする．Gは LERFであるので t ∈ T に対してHを含むが tを含まないGの有限指数部分群
Gtが存在する．G1 = ∩t∈TGtとすれば，G1はGの有限指数部分群でG1 > Hかつ T ∩G1 = ∅をみたす．よっ
て g ∈ G1が gD ∩D ̸= ∅を満たすなら g ∈ T ′かつ g /∈ T より g ∈ H となる．p(D) = C よりH ·D = p−1(C)
であるから，g ∈ G1 が g · p−1(C) ∩ p−1(C) ̸= ∅を満たせば g ∈ H となる．よって合成 C ⊂ X̃/H → X̃/G1

はその像への同相を与える．
Gは (2)を満たすとする．H をGの有限生成部分群とする．任意の g /∈ H に対し，有限指数部分群G1 < G

で G1 > H かつ g /∈ G1 となる物が見つかれば良い．x ∈ X̃ を固定する．{x, gx}の X̃/H での像を C とする．
g /∈ H である事から C は 2点からなる．(2)から有限指数部分群 G1 で G1 > H かつ C ⊂ X̃/H → X̃/G1 の
像が２点となるものがある．よって g /∈ G1 となる． "
補題 10.3により曲面群が LERFである事が示されれば，次のようにして冒頭の問題への解答を得る．X を

曲面とし，H < π1(X)を有限生成部分群とする．H に対応した（一般には無限の）被覆をXH → X とする．
π1(XH) = Hが有限生成である事から，コンパクト部分集合C ⊂ XH で π1(C) ∼= π1(XH) = Hとなる物が存在
する（compact core）．補題 10.3からある有限指数部分群G1 < π1(X)でG1 > Hかつ合成C ⊂ XH → X̃/G1

が中への同相となる物が存在する．X ′ = X̃/G1 とおき C の X ′ への像を Y ′ とおけば，Y ′ は X ′ の部分曲面
で π1(Y ′) = H となる．（Scottの論文ではより強い主張を示している．[Sco78, Lem 1.6]を参照．）

XH

Y ′

X

C

X′

Figure 22.

命題 10.4. オイラー数が負の閉曲面の基本群は RACG CΓ (Γ = )の有限指数部分群になる．

Proof. Euclid平面内の正５角形は角度が 3π/5(> π/2)である事から，双曲平面内の小さな等辺５角形をだん
だん膨らませていく事で双曲直角５角形 P が構成できる．P の辺での鏡映で生成される群は Poincaréの多面
体定理または定理 3.3により CΓ と同型になる．一方でオイラー数 −1の（向き付け不可能）閉曲面 F は４つ
の双曲直角５角形に分割できる（Figure 23）．よって π1(F ) < CΓ で [CΓ : π1(F )] = 4．すべてのオイラー数
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が負の閉曲面は F の有限被覆から得られる事から，それらの基本群は π1(F )の有限指数部分群になる．よって
すべてのオイラー数が負の閉曲面の基本群は CΓ の有限指数部分群となる． "

P

3

513

1

51

4

5

532

1P1

14

512

2 3

4

5

2 3

4

5

3

3

Figure 23. 左図はオイラー数が −1となる閉曲面 F の基本領域．P の辺 iに関する鏡映を
giで書くと g1, . . . , g5は CΓの生成元になる．右図の 53等は g5g3P を表す．よって π1(F )は
g1g4，g5g3，g5g1g3g1，g5g1g2 で生成される部分群と同型になる．

オイラー数が正の閉曲面は球面かRP 2で基本群はいずれも Z/2の部分群となる．よって Γ = •ととればCΓ

の部分群になる．トーラスの基本群は Z2で，また境界付きの曲面の基本群は自由群だからこれらは RAAGで
あり，定理 3.7により RACGの部分群となる．クラインボトルも有限指数部分群として Z2を含むのでだいた
い RACGであるといってよい．
命題 10.4より次の定理が示されれば，オイラー数が負の曲面は LERFである事がわかる．

定理 10.5 ([Sco78], [Sco85]). RACG CΓ (Γ = )は LERF．

Proof. G = CΓと書くことにする．補題 10.4の証明にあるようにGは双曲直角５角形 P の辺に関する折り返
しで生成される群と同型になる．とくに Gは Isom(H2)の離散部分群として実現できる．H2/Gは orbifoldな
ので orbifoldの基本群を考えなければ補題 10.3が適用できない．しかし Gの有限指数部分群が LERFであれ
ば Gも LERFであること（[Sco78, Lem 1.1]）と Selbergの補題（Gの有限指数部分群で torsion-freeな物が
存在する）から次の命題と Gが LERFである事は同値である：

Gの有限指数部分群H とコンパクト集合 C ⊂ H2/H に対して，Gの有限指数部分群 G1 で G1 > H かつ
C ⊂ H2/H → H2/G1 が中への同相を導く物が存在する．

まず記号を準備する．P の各辺はH2のある測地線に含まれる．これらの測地線をGの作用で動かすことに
よって H2 内の測地線が得られる．これらの集合を Lと書くことにする．Lの部分集合 L′ に対して，L′ の元
に関する鏡映で生成される Isom(H2)の部分群は Gの部分群になる事が分かる．

H を G の有限指数部分群とし，自然な射影を p : H2 → H2/H と書くことにする．コンパクト部分集合
C ⊂ H2/H に対し，上で述べた性質を満たす G1 を見つければ良い．H の極限集合 Λ(H) の凸包 C(H) を
考える．C(H)/H は H2/H 内の最小の凸集合で，コンパクトになる．（後述する高次元への一般化の際には
C(H)/H が有限体積という仮定，すなわちH が geometrically finiteという仮定が必要になる．）R > 0に対し
Y = {x ∈ H2 | d(x,C(H)) ≤ R}とする．C がコンパクトである事から Rを十分大きくとれば C は p(Y )に含
まれる．よってはじめから C = p(Y )であると仮定する．このとき C は H2/H 内のコンパクトな凸集合であ
り，Y は p−1(C)の連結成分となる．

Lの元で Y と交わらない物を LY と書くことにする．このとき l ∈ LY に対して，lを境界に持つH2の半平
面のうち Y を含む物を l+，含まない物を l−と置くことにする．Y = ∩l∈LY l+とすると Y は Y を含む凸集合
で，（一般には無限個の）P のコピーでタイリングされる（Figure 24）．Y はH に関して不変である事から Y
もH で不変になり，p(Y ) = Y /H となる．
ここで Y が P でタイリングされていた事から，p(Y )も P でタイリングされる事がわかる．実は p(Y )は有

限個の P でタイリングされる事が次のようにして示される．P ∗を Y から十分離れたタイルとする．このとき
P ∗が Y に含まれない事を示せば p(P ∗)は p(Y )に入らないことになる．よって p(Y )内のタイルは p(Y )から
一定の距離内にあることになるが，そのような物は有限個しかない．P ∗ と Y を結ぶ最短測地線を γ とする．
このとき γ に垂直で Y の点を含む測地線 hが存在する（Figure 25）．P ∗の角度が π/2である事から P ∗のあ
る辺 lで γとの角度が π/4以上になる物が必ず存在する．このとき γの距離が十分長ければ lと hは交わらな
い．とくに lは Y と交わらないので l ∈ LY であり，P ∗ ⊂ l− より P ∗ は Y の外側にある（Figure 25）．

Y の（一般には無限の）辺での鏡映で生成される Gの部分群を G2 とする．G2 とH で生成される Gの部
分群をG1とする．このときH2/G1は p(Y )と同じ数の P でタイリングされるので面積が有限になる．よって
G1 は Gの有限指数部分群．必要ならば C を大きく取り直す事で C は Y /H の内部にあると仮定できるので，
C ⊂ Y /H → Y /G1 は同相になる． "
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Y
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p−−−−→

H2/H
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Figure 24.

γP ∗

≥ π/4

hl

Y

Figure 25. lと hは交わらないので，lと Y は交わらない．

P を Hn 内の面角が直角である多面体であるとする．P がコンパクトであれば，定理 10.5の証明は Lが超
平面に変わったりするだけで平行に進む．ただし convex core C(H)/H がコンパクトであることが必要なので
H は geometrically finite である必要がある．多少の技術的な困難はあるが，P の頂点が無限遠点にある場合
にも同様に geometrically finite な部分群の分離性が示される：

定理 10.6 (Agol-Long-Reid [ALR01] Thm 3.1). P を Hn 内の面角が直角である多面体であるとする．P の
面での鏡映で生成される Isom(Hn)の離散部分群をG(P )とする．G(P )の有限生成部分群H が geometrically
finiteならば H は分離的．

しかしながら十分次元の高い双曲空間内には直角多面体が存在しない事が知られている：

定理 10.7 (Potyagailo-Vinberg [PV05]). n ≤ 14のときのみ Hn 内に直角多面体が存在する．

RACGが双曲空間の鏡映として実現できない場合でも有限生成部分群の分離性が次のような文脈で示され
る．GをRACGとする．このときGには生成元が指定されているので，これらに関する Cayleyグラフを考え
る事ができる．Gの部分群H はこの Cayleyグラフの部分集合と考える事ができる．あるK ≥ 0が存在して，
H の任意の 2点を結ぶ Cayleyグラフ内の測地線がH のK-近傍に入る時，H は quasi-convex であるという．

定理 10.8 (Haglund [Hag08]). RACGの有限生成な quasi-convex部分群は分離的．

最後に，NPC cube complexの基本群の部分群の分離性と special という性質が密接に関連していることに
ついて述べておく：

定理 10.9 (Haglund-Wise [HW08] Thm 1.3, Thm 7.3). X を compact special cube complex とする．π1(X)
が word-hyperbolic ならば，π1(X)の quasi-convex部分群は分離的．

定理 10.10 (Haglund-Wise [HW08] Thm 1.4, Thm 8.13). X を compact NPC cube complexとする．π1(X)
が word-hyperbolic ですべての quasi-convex 部分群が分離的ならばX は virtually special．

11. Cubulation of closed hyperbolic 3-manifold groups

まず Bass-Serre理論から，有限生成群 Gに対して
Gは融合積か HNN拡大として
書ける（Gは splittable） ⇐⇒ Gは simplicial treeに（大域的な）

固定点を持たずに作用する
が成り立つ．この左側の simplicial tree (CAT(−∞)空間)を CAT(0) cube complexにしたものが Sageevの論
文 [Sag95]である．

Gを有限生成群とする．G > H に対して次のように (G,H)のエンドの数が定義できる．Γを Gの適当な
生成元に関する Cayley graphとする．このときH\Γのエンドの数を e(G,H)とかく．e(G,H) > 1であると
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きペア (G,H)をmulti-ended という．Gがある部分群に関してmulti-endedであるとき，Gを semi-splittable
という．

(G,H)がmulti-endedであることを，H が Gの中で codimension-1 であるとも言う．
定理 11.1 (Thm 3.1 [Sag95]). Gを有限生成群とする．Gが CAT(0) cube complexに本質的に作用すること
と Gが semi-splittableであることは同値．
以降この定理を使う事はないのでこれ以上説明しないことにする．このノートに関係する部分は，この定理

の証明においてペア (G,H)から CAT(0) cube complexが構成された事である．
定理 11.2 ([Sag95]). 群Gとmulti-ended subgroup H に対して，あるGが作用する CAT(0) cube complexが
存在する．
加筆予定：構成法の概略

Sageevの構成法をもとに次の定理が示されている．
定理 11.3 (Thm 1.4 [BW09]). Gを双曲群とする．その無限遠境界 ∂∞Gの２点を分離するような部分群H が
存在するならば，ある NPC cube complexで Gが固有かつココンパクトに作用するものが存在する．

M が閉３次元双曲多様体であるときにG = π1(M)に対して上記の定理を適用するためには次の定理が必要
である．
定理 11.4 ([KM12]). M = H3/Gは閉３次元双曲多様体であるとする．任意の ϵ > 0に対し，ある閉Riemann
面 Sϵ = H2/Fϵと (1 + ϵ) quasi-conformal 写像 g : ∂H3 → ∂H3で gFϵg−1がGの quasi-Fuchs部分群となるも
のが存在する．とくに Gは閉曲面群を部分群に含む．
これらをあわせて次の定理が示される．

定理 11.5 (Thm 5.3 [BW09], [Duf12]). M を閉双曲３次元多様体とする．このとき π1(M)は CAT(0) cube
complexに freeかつココンパクトに作用する．

12. Wiseの仕事 -Quasiconvex Virtual Hierarchy-

12.1. QVH.

定義 12.1 (Def 11.5 [Wis11b]). QVHは双曲群からなる集合で次の操作で閉じている最小のものである：
(1) {1} ∈ QVH.
(2) A,C ∈ QVH，B は有限生成で Aと C の中で quasi-convexなら，G = A ∗B C ∈ QVH.
(3) A ∈ QVH，B は有限生成で Aの中で quasi-convexなら，G = A∗B ∈ QVH.
(4) H < Gを有限指数部分群とする．H ∈ QVHなら G ∈ QVH.

定理 12.2 (Theorem B (Thm 13.10), [Wis11b]). Gは torsion-free双曲群とする．G ∈ QVHであることとG
が virtualに special cube complexの基本群である事は同値．

M は閉双曲３次元多様体とする．このとき geometrically finiteな埋め込み S ⊂ M があれば Thurstonの
hyperbolizationの証明から geometrically finite surfaceによりM を切り開いていく事ができる．よってM が
geometrically finiteな曲面を持つ時，π1(M)は virtualには special cube complexの基本群になる．これから
π1(M)は virtualにはRAAGの部分群になる．よって π1(M)は virtually RFRSであり，M は virtually fibered
になる．Geometrically infiniteな曲面をもつときには，その双曲３次元多様体は virtually fiberedである事が
知られている．まとめると次の定理を得る：
定理 12.3. Closed Haken 双曲３次元多様体は virtually fibered．
12.2. カスプのある場合. 定理 12.2は双曲群に関する定理なので，これをカスプ付きの３次元多様体に適用す
る事はできない．（階数が２以上のアーベル群を部分群にもつ群は双曲群でない．）しかしながらカスプ付き双
曲多様体は relatively hyperbolic groupになっている．Wiseは次の定理も示しているようである．
定理 12.4 (Thm 16.1(16.28) [Wis11b]). G を torsion-free かつ relatively hyperbolic とする．G が graph of
groupで頂点が virtually special compactな双曲群，辺が quasiconvex部分群に対応しているならばGは virtually
compact special．
この定理を適用して次を示している．

定理 12.5 (Thm 14.31 [Wis11b] ). M をカスプ付きの有限体積３次元双曲多様体とする．このとき π1(M)は
virtually sparse special.

“Sparse”の定義を確認していないがこれをもって cusped hyperbolic 3-manifoldの場合も virtual fibering
予想の解決が従うのだと思う．ただWiseの論文のなかでは cusped hyperbolicの場合について virtual fibering
予想が解けた事を明確に書いているようには見えない．（Closed Hakenの場合には [Wis11b, Corollary 14.3]に
明確に書いてある．）
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13. Agolの結果

まず論文 [AGM12]の主定理を述べる

定理 13.1 (Thm 1.1 [AGM12]). Gを双曲群とする．Gが CAT(0) cube complexに固有不連続かつココンパク
トに作用する時，有限指数部分群 G′ < GでX/G′ が (compact) special cube complexになる物が存在する．

この定理から閉多様体の場合の virtual fibering予想の解決が従う．§1.4で一度説明したが再掲する．

定理 1.1の閉多様体の場合の証明. まずM を閉双曲３次元多様体とする．定理 11.5により π1(M)は CAT(0)
cube complexに固有不連続かつココンパクトに作用する．定理 13.1により，π1(M)の有限指数部分群 G′ で
special cube complexの基本群となる物がとれる．よって系 9.7により G′は RAAGの部分群となる．RAAG
は RACGの有限指数部分群だから（定理 3.7），定理 4.1より π1(M)の有限指数部分群で RFRSになる物が
存在する．定理 5.11によりM は virtually fiberedになる． "
次の定理は定理 12.2の一般化である．

定理 13.2 (Thm A.42, [AGM12]). 双曲群 Gが G ∈ QVHであることと virtually specialである事は同値．

よって双曲群に関してはQVHの元である事を virtually specialの定義としてしまってよい．この定式化に
基づき定理 13.1は示された．
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