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1 序
Sを種数 g ≥ 2の閉曲面とする．S上の標識付き双曲構造全体のなす空間はTeichmüller空間と呼ばれる．

Fenchel-Nielsen座標によりこの空間は 6g−6次元の Euclid空間と同相になる事がわかる．一方，Sの標識
付き双曲構造は基本群 π1(S)の Isom+(H2)への離散忠実表現の共役類と同一視できる．ここで Isom+(H2)
は双曲平面H2の向きを保つ等長変換群である．この群は PSL(2, R)と同相であるので，Teichmüller空間
は PSL(2, R)表現のなす空間を共役の作用で割ったもの Hom(π1(S), PSL(2, R))/conj.の部分集合とみな
せる．
この空間の複素化としてHom(π1(S), PSL(2, C))/conj.を考える事ができる．PSL(2, C)は３次元双曲空

間の向きを保つ等長変換とみなせるので，π1(S)の離散忠実表現は S × (−1, 1)上に双曲構造を与える．特
に Hom(π1(S),PSL(2, C))/conj.は quasi-Fuchsian表現を開集合として含む．Fenchel-Nielsen座標の複素
化として quasi-Fuchsian表現の Fenchel-Nielsen座標が Kourouniotis [Kou]と Tan [Tan]により定義され
ている．
本稿では，quasi-Fuchsian表現を含むより広いクラスの PSL(2, C)表現に対して Fenchel-Nielsen座標を

拡張した結果 [Kab]について報告する．具体的にはC6g−6の開集合からHom(π1(S), PSL(2, C))/conj.（正
確には PSL(2, C)-character variety）への有理写像を与えた．この写像の像は quasi-Fuchsian表現をすべ
て含み，SO(3)表現といった双曲幾何から離れた表現も含む．構成は非常に初等的で，与えられた座標に
対して具体的な表現を行列で書く事も簡単にできる．（Fuchsian表現に関しては [Ok1]，[Mas]を参照．）ま
たパンツ分解を変えた際の座標変換を完全に記述した．（Fuchsian表現については [Ok2]でなされている．）

2 Fenchel-Nielsen座標
まず普通のFenchel-Nielsen座標について振り返る．Sを種数 g ≥ 2の閉曲面とする．C = c1∪ · · ·∪c3g−3

を Sのパンツ分解とする．つまり ciは S上の単純閉曲線で S \C が３つ穴あき球面からなるとする（図１
左）．S 上に双曲計量が与えられると，ci にホモトピックな測地線の長さ li を定義する事ができる．よっ
て li は Teichmüller空間上の関数を与える．
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このほかに各 ci においてツイストパラメータ τi が図１右のように定義できる．これらのパラメータの組
(li, τi) ∈ (R>0 ×R)3g−3はTeichmüller空間の大域座標を与える事がわかる．これは (1)各パンツの双曲構
造が ci の長さで一意に決まる，(2)パンツの双曲構造のつなぎ方はツイストパラメータで記述できる，と
いう事実から示される．
これと同様の事を PSL(2, C)表現について行う．すなわち，(1)パンツの基本群の表現は境界のモノドロ

ミーの固有値で一意に決まる（§5），(2)パンツの表現の間の関係は cross ratioで記述できる（§6），こと
を示す．

3 SL(2, C)，PSL(2, C)

まず SL(2, C)，PSL(2, C)は以下で定義される：

SL(2, C) =

{(
a b

c d

)
| a, b, c, d ∈ C, ad − bc = 1

}
, PSL(2, C) = SL(2, C)/{±I}.

CP 1 を C ∪ {∞}と同一視すると，SL(2, C)（および PSL(2, C)）は CP 1 に次のように作用する：
(

a b

c d

)
· z =

az + b

cz + d
.

Aを SL(2, C)の元とする．Aの固有ベクトルの射影化は，Aの CP 1 上への作用の固定点と１対１に対応
する事がわかる．よって SL(2, C)の元は単位元でなければ CP 1 に１つまたは２つの固定点を持つ．

A ∈ SL(2, C)が２つの固定点 x, yを持つとする．また eを xに対応する固有値とする．（よって e−1は y

に対応する固有値．）このとき Aは次の行列で与えられる：

M(e;x, y) =

(
x y

1 1

)(
e 0
0 e−1

)(
x y

1 1

)−1

=
1

x − y

(
ex − e−1y −(e − e−1)xy

e − e−1 −ey + e−1x

)
. (3.1)

例えば，M(e;∞, 0) =

(
e 0
0 e−1

)
，M(e; 0,∞) =

(
e−1 0
0 e

)
となる．

補題 3.1. x, y ∈ CP 1を異なる２点とする．z1, z2を x, yとは異なる CP 1の点とする．（z1と z2は一致
するかもしれない．）このときM(t; x, y) · z1 = z2 となる t ∈ C∗ が符号を除いて一意に決まる．実際 tは
次で与えられる：

t2 =
(x − z1)(y − z2)
(x − z2)(y − z1)

= [y : x : z1 : z2].

証明は (3.1)に従ってM(t; x, y) · z1 = z2を解けば得られる．ここで右辺は cross ratioで CP 1上の４点
x0, x1, x2, x3 に対して次で定義する：

[x0 : x1 : x2 : x3] =
x3 − x0

x3 − x1

x2 − x1

x2 − x0
.

補題 3.2. (x1, x2, x3)を CP 1 の異なる３点，(x′
1, x

′
2, x

′
3)を別の異なる３点とする．（xi = x′

j でも構わな
い．）このとき Axi = x′

i となる PSL(2, C)の元が一意に定まる．実際次の行列で与えられる：

A =
1√

(x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1)(x′
1 − x′

2)(x′
2 − x′

3)(x′
3 − x′

1)

(
a11 a12

a21 a22

)
,

a11 = x1x
′
1(x

′
2 − x′

3) + x2x
′
2(x

′
3 − x′

1) + x3x
′
3(x

′
1 − x′

2),

a12 = x1x2x
′
3(x

′
1 − x′

2) + x2x3x
′
1(x

′
2 − x′

3) + x3x1x
′
2(x

′
3 − x′

1),

a21 = x1(x′
2 − x′

3) + x2(x′
3 − x′

1) + x3(x′
1 − x′

2),

a22 = x1x
′
1(x2 − x3) + x2x

′
2(x3 − x1) + x3x

′
3(x1 − x2).

(3.2)



証明. A =

(
a b

c d

)
と置く．(x1, x2, x3) = (0,∞, 1)なら b/d = x1, a/c = x2, (a + b)/(c + d) = x3 が成

り立つので Aは
1√

−(x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1)

(
x2(x3 − x1) x1(x2 − x3)
(x3 − x1) (x2 − x3)

)

で与えられる．同様に (0,∞, 1) '→ (x′
1, x

′
2, x

′
3)となる行列を考えて上のものと合成すると結論を得る．

4 Character variety

群 Γに対し，準同型 ρ : Γ → SL(2, C)を表現という．ρ(Γ)がCP 1に固定点を持つとき ρは可約であると
いい，そうでない表現は既約と呼ばれる．Γから SL(2, C)への表現の全体Hom(Γ, SL(2, C))には SL(2, C)
が共役で作用する．Hom(Γ, SL(2, C))には自然に位相が入るがこの作用の商集合は一般にはよい位相空間
にならない．そこで適切な商空間として character variety XSL(Γ)が定義される [CS]．ただし既約表現の
なす部分集合には SL(2, C)がきれいに作用し，その商空間は character varietyの部分集合と見なせる．本
稿では主に既約表現について考えるので character varietyとは単に Hom(Γ, SL(2, C))の SL(2, C)による
商空間と見なす．同様に PSL(2, C)表現の character variety XPSL(Γ)も定義され，既約表現に関しては
単に PSL(2, C)の共役による作用の商空間とみなせる [HP]．とくに Γが曲面の基本群 π1(S)であるとき
には単にXSL(S)，XPSL(S)と書くことにする．

5 ３つ穴あき球面P の場合

P を３つ穴あき球面（パンツ）とする．π1(P )の生成元を図２
左のようにとる．ここで γ1, γ2, γ3 は γ1γ2γ3 = 1を満たす．

γ1

γ3

γ2 e2, x2 e3, x3

e1, x1

図２

命題 5.1. ρ : π1(P ) → SL(2, C)を既約表現とする． 各 ρ(γi)は CP 1 に固定点を２つ持つとする．ei を
ρ(γi)の固有値の１つとし，対応する固定点を xiとする．（この状況を模式的に図２右の様に書く事にする．）
このとき別の固定点 yi は e1, e2, e3 と x1, x2, x3 から一意に決まる：

yi =
e2
i ei+1xi+1(xi − xi+2) + ei+1xi+2(xi+1 − xi) + eiei+2xi(xi+2 − xi+1)

e2
i ei+1(xi − xi+2) + ei+1(xi+1 − xi) + eiei+2(xi+2 − xi+1)

. (5.1)

よって (3.1)から ρも e1, e2, e3 と x1, x2, x3 から一意に決まる：

ρ(γi) =
1

eiei+1(xi+1 − xi)(xi+2 − xi)

(
a11 a12

a21 a22

)
,

a11 = e2
i ei+1xi(xi − xi+2) + ei+1xi+2(xi+1 − xi) + eiei+2xi(xi+2 − xi+1),

a12 = xi(e2
i ei+1xi+1(xi+2 − xi) + ei+1xi+2(xi − xi+1) + eiei+2xi(xi+1 − xi+2)),

a21 = e2
i ei+1(xi − xi+2) + ei+1(xi+1 − xi) + eiei+2(xi+2 − xi+1),

a22 = e2
i ei+1xi+1(xi+2 − xi) + ei+1xi(xi − xi+1) + eiei+2xi(xi+1 − xi+2).

(5.2)



証明. (x1, x2, x3) = (0,∞, 1)と仮定する．このとき (3.1)より

ρ(γ1) =

(
e−1
1 0

e−1
1 −e1

y1
e1

)
, ρ(γ2) =

(
e2 (e−1

2 − e2)y2

0 e−1
2

)
, ρ(γ3) =

1
y3 − 1

(
e−1
3 y3 − e3 (e3 − e−1

3 )y3

e−1
3 − e3 e3y3 − e−1

3

)
.

となる．ρ(γ1)ρ(γ2) = ρ(γ3)−1 より

y1 =
e1 − e−1

1

e−1
2 e3 − e−1

1

, y2 =
e2 − e1e

−1
3

e2 − e−1
2

, y3 =
e2 − e1e

−1
3

e2 − e1e3
.

を得る．一般の場合は補題 3.2を用いて示せる．

逆に任意の複素数 e1, e2, e3 ̸= 0 と CP 1 の異なる３点 x1, x2, x3 に対して (5.2) で与えられる行列は
ρ(γ1)ρ(γ2)ρ(γ3) = I を満たすことがわかる．今後次の２つの条件を満たす表現 ρについて考える．

(C1) 各 iに対して ρ(γi)は２つの固定点を持つ．

(C2) ρは既約．

ここで (C1)の必要十分条件は各 iに対して ei ̸= ±1となる事である．(C2)については次が成り立つ．

命題 5.2. e1, e2, e3 を 0でない複素数， x1, x2, x3 を CP 1 の異なる３点とする．このとき (5.2)で与えら
れる π1(P )の表現は e1 = e2e3, e2 = e3e1, e3 = e1e2, e1e2e3 = 1でない限り既約．

証明. ρ(γ1)ρ(γ2)ρ(γ3) = 1より {ρ(γi)}i=1,2,3 のうち２つが共通の固定点を持てば残りの行列もその固定
点を共有する．よって ρは次のいずれかが成立する場合に可約となる：

x1 = y2 = y3, y1 = x2 = y3, y1 = y2 = x3, y1 = y2 = y3.

（仮定より xi = xj(i ̸= j)とはならない． ）例えば x1 = y2 のときには (5.1)より

x1 =
e2

2e3x3(x2 − x1) + e3x1(x3 − x2) + e2e1x2(x1 − x3)
e2

2e3(x2 − x1) + e3(x3 − x2) + e2e1(x1 − x3)

となる．xiらは異なる点なので e1 = e2e3を得る．同様に y2 = y3は (1− e1e2e3)(e1 − e2e3) = 0と同値と
なる．よって x1 = y2 = y3は e1 = e2e3と同値となる．同様に y1 = x2 = y3は e2 = e3e1と，y1 = y2 = x3

は e3 = e1e2 と，y1 = y2 = y3 は, e1e2e3 = 1と同値になる事が示せる．

6 Twist parameter

次に４つ穴あき球面 Sの基本群の表現を考える．Sを S = P ∪P ′と２つのパンツに分解する．ρを π1(S)
の SL(2, C)への表現で，ρ|π1(P )と ρ|π1(P ′)はそれぞれ (C1)，(C2)を満たすとする．基本群の生成元を固
定するために，パンツ分解と双対なグラフ Gを S 内にとる（図３）．
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図３



Gに沿って π1(S)の生成元 γ1, . . . γ5を図３の様にとる．各 iに対して ρ(γi)の固有値 eiを１つ固定し，対
応する固定点を xiとする．命題 5.1により ρ(γ1)の別の固定点 y1（e1

−1に対応）は x1, x2, x3から一意に
決まる．ここで補題 3.1より

M(
√
−t1; x1, y1) · x2 = x5

を満たす t1 ∈ C∗ が一意に存在する．（ここで
√

t1 ではなく
√
−t1 の方が Fuchsian表現を考えるときに自

然になる．）この t1をツイストパラメータとよぶことにする．t1は e1, . . . , e5の選び方に依存するが，一度
固定してしまえば ρの共役類に依らないことがわかる．x1, . . . , x5 の間には次の関係式が成り立つ．

定理 6.1. eiを ρ(γi)の固有値の１つとし，xiを eiに対応する固定点とする．また t1をツイストパラメー
タとする．（この状況を模式的に図３の右図の様に書く事にする．）このとき

x4 =
a1

a2
,

a1 = e1(−(e1e3 − e2)(e1e4 − e5)t1 + e3(e1e5 − e4))x1(x2 − x3)

+ e1
2e2(e1e5 − e4)x2(x3 − x1) + e2(e1e5 − e4)x3(x1 − x2),

a2 = e1(−(e1e3 − e2)(e1e4 − e5)t1 + e3(e1e5 − e4))(x2 − x3)

+ e1
2e2(e1e5 − e4)(x3 − x1) + e2(e1e5 − e4)(x1 − x2),

(6.1)

x5 =
((e1e3 − e2)t1 + e1e3)x1(x2 − x3) + e1

2e2x2(x3 − x1) + e2x3(x1 − x2)
((e1e3 − e2)t1 + e1e3)(x2 − x3) + e1

2e2(x3 − x1) + e2(x1 − x2)
(6.2)

が成り立つ．逆に x2 と x3 も x1, x4, x5 と e1, . . . , e5, t1 の有理関数で書ける．

証明. M(
√
−t1; x1, y1) · x2 = x5 より (3.1)から

x5 =

(
x1 y1

1 1

)(
−t1 0
0 1

)(
x1 y1

1 1

)−1

· x2 =
(x2 − y1)t1x1 + (x2 − x1)y1

(x2 − y1)t1 + (x2 − x1)
. (6.3)

(5.1)を ρ|π1(P ) に適用すると

y1 =
e2
1e2x2(x1 − x3) + e2x3(x2 − x1) + e1e3x1(x3 − x2)

e2
1e2(x1 − x3) + e2(x2 − x1) + e1e3(x3 − x2)

. (6.4)

(6.4)を (6.3)に代入して (6.2)を得る．同様の計算で (6.1)も得られる．

ここで境界に面しているGの辺が内向きならば (6.1)と (6.2)の eiを ei
−1に置き換える事とする．こう

する事で，まわりのパンツの表現をつなぎあわせる際に適合する．
１つ穴あきトーラス上の閉曲線に対しても図４で示されるように適当な被覆に持ち上げて，４つ穴あき

球面の場合に帰着させてツイストパラメータを定義する．

e2

(e1, t1) (e1, t1)

e2
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7 基本群の生成元に対応した行列
S を種数 g ≥ 2の閉曲面とする．S のパンツ分解を C = c1 ∪ · · · ∪ c3g−3 とし，C に双対な有向グラフ

Gをとる．Gの各辺には固有値 ei とツイストパラメータ ti が与えられているとする．これらのパラメー
タから π1(S)の PSL(2, C)表現が復元する事を示す．（条件 (C1)と (C2)を満たすように ei 達に制限が必
要だが，それについては §9で述べる．）

G内に極大ツリー T をとる．G \ T の辺を u1, . . . , ug と書くことにする．S から ui と交わる閉曲線 ci

らを除いたものを S0 とする（図５右）．

u2

β2β1

T

u1

α2

α3 α4

α1

図５：S と S0．

S0は 2g個の境界をもつ球面となる．T 内に基点をとる．各 uiに対して図５の右の様に αi,αg+i ∈ π1(S0)
を定める．これらは π1(S0)の生成元を与え次の表示を得る；

π1(S0) = ⟨α1, . . . α2g | αi1 . . . αi2g = 1⟩ (7.1)

（i1, . . . , i2gはGと T のとり方による．）次に βiを T と uiを結んで得られるループとする（図５の左）．こ
のとき {α1, . . . , α2g,β1, . . . , βg}は αg+i

−1 = βi
−1αiβi (i = 1, . . . g)を満たす．π1(S)は次の表示をもつ：

π1(S) = ⟨α1, . . . , α2g,β1, . . . , βg | αg+i
−1 = βi

−1αiβi (i = 1, . . . , g), αi1αi2 . . .αi2g = 1⟩.

つぎにパラメータ eiと tiから ρ(αi)と ρ(βi)を具体的に構成する．（次の節の例も参照．）まず S0のどれ
か１つのパンツの基本群の SL(2, C)表現を共役類の中で１つ固定する，つまり境界のループに対応する固
定点を適当に決めておく．次に定理 6.1を繰り返すことによって ciに対応する固定点をすべて求める事が
できる．これらの固定点から命題 5.1により表現 ρ : π1(S0) → SL(2, C)が得られる．
さらに ρ(αg+i)−1 = ρ(βi)−1ρ(αi)ρ(βi)となる ρ(βi)を見つけてくれば π1(S)の表現を得る．G̃を Gの

普遍被覆とする．定理 6.1を βiのリフトに沿って G̃に繰り返す．βiのリフトの始点に対応する３つの固定
点を終点に対応する３つの固定点に送る PSL(2, C)の元を，補題 3.2により求める（次節の ρ(β1)の計算を
参照）．この元は ρ(αg+i)−1 = ρ(βi)−1ρ(αi)ρ(βi)をみたす事が分かる．よって表現 ρ : π1(S) → PSL(2, C)
を得る．ρ(αi)は自然に SL(2, C)の元として定義できるが，ρ(βi)を SL(2, C)の元として自然に定義する
方法はない事を注意しておく．

8 例：１点穴あきトーラスの場合
ここでは１点穴あきトーラスの基本群の表現を例にとって説明する．１点穴あきトーラスは１つのパン

ツに分解される．双対有向グラフG，極大ツリー T，固有値パラメータ e1, e2,とツイストパラメータ t1を
図６の左の様に定める．



T

(e1, t1)

e2

α2

α1

δ1

β1

(e2, x5)

(e2, x2)
((e1, t1), x3)

((e1, t1), x1)

((e1, t1), x4)

図６：左図は穴あきトーラスのパンツ分解とその双対グラフ G，T はその極大ツリー．
中図はそれに付随した基本群の生成系．右図は Gの普遍被覆 G̃の一部．

このとき G，T から得られる基本群の表示は

⟨α1,α2,β1, δ1 | α1δ1α2 = 1, α−1
2 = β−1

1 α1β1⟩ = ⟨α1,β1, δ1 | [β−1
1 ,α−1

1 ] = δ−1
1 ⟩

となる（図６の中）．G̃の辺に図６の様に固定点x1, . . . , x5を定める．補題 3.2より，このうち３つは適当に選
んでいいので (x1, x2, x3) = (∞, 0, 1)とする．(5.2)を (e1, e2, e3) = (e1, e2, e

−1
1 )と (x1, x2, x3) = (∞, 0, 1)

に適用すると，

ρ(α1) =

(
e1 e−1

1 − e−1
1 e−1

2

0 e−1
1

)
, ρ(δ1) =

(
e−1
2 0

e2
1 − e2 e2

)
, ρ(α2) =

(
e−1
1 e2 e−1

1 − e−1
1 e2

e−1
1 e2 − e1 e1 + e−1

1 − e−1
1 e2

)

を得る．(6.1)と (6.2)に (e1, e2, e3, e4, e5) = (e1, e2, e
−1
1 , e1, e2)と (x1, x2, x3) = (∞, 0, 1)を適用して

x4 =
e2
1 − e2

e2(e2
1 − 1)

t1 +
1 − e2

e2(e2
1 − 1)

, x5 =
(t1 + 1)(1 − e2)

e2(e2
1 − 1)

.

ρ(β1)は (∞, 0, 1)を (x4, x5,∞)に移す PSL(2, C)の元だから，補題 3.2より

ρ(β1) =
1√

−e2t1(e2
1 − 1)

(
(e2 − e2

1)t1 + (e2 − 1) (t1 + 1)(1 − e2)
−e2(e2

1 − 1) e2(e2
1 − 1)

)

で与えられる．これらは関係式

ρ(β1)−1ρ(α1)−1ρ(β1)ρ(α1) = ρ(δ1)−1

を満たす事がわかる．e2 = −1とすると

ρ(α1) =

(
e1 2e−1

1

0 e−1
1

)
, ρ(β1) =

1√
t1(e2

1 − 1)

(
(e2

1 + 1)t1 + 2 −2(t1 + 1)
−e2

1 + 1 e2
1 − 1

)
.

A = ρ(α1)，B = ρ(β1)と置くと

tr(A) = e1 + e−1
1 , tr(B) =

1√
t1

(e1 + e−1
1 )(t1 + 1)

(e1 − e−1
1 )

, tr(AB) =
1√
t1

(e1 + e−1
1 )(e1t1 + e−1

1 )
(e1 − e−1

1 )

が成り立つ．これらはMarkov恒等式

tr(A)2 + tr(B)2 + tr(AB)2 − tr(A) tr(B) tr(AB) = 0.

を満たしている事が確かめられる．



9 PSL(2, C)-character varietyのパラメータ付け
まずパンツPの基本群の表現について考える．π1(P )のSL(2, C)表現の共役類は (tr ρ(γ1), tr ρ(γ2), tr ρ(γ3))

で決まる事がわかる [Gol]．よって次が成立する．

補題 9.1. (C1)と (C2)を満たす SL(2, C)表現の共役類の集合は

{(e1, e2, e3) ∈ (C \ {0,±1})3 | e1 ̸= e2e3, e2 ̸= e3e1, e3 ̸= e1e2, e1e2e3 ̸= 1}}/(Z/2Z)3

と同一視できる．ここで (s1, s2, s3) ∈ (Z/2Z)3 は

(e1, e2, e3) '→ (e1
s1 , e2

s2 , e3
s3). (9.1)

と作用する．

つぎに PSL(2, C)表現を考える．π1(P )の任意の PSL(2, C)表現は SL(2, C)表現に持ち上がる．例えば
(5.2)はPSL(2, C)表現の SL(2, C)表現へのリフトと思える．他の SL(2, C)表現へのリフトはH1(P ; Z/2Z)
の作用で得られる．ここで H1(P ; Z/2Z) = Hom(π1(P ); Z/2Z)なので (ε1, ε2, ε3) ∈ {±1}3 で ε1ε2ε3 = 1
を満たす物と思える．このときこの元の作用は

(e1, e2, e3) '→ (ε1e1, ε2e2, ε3e3). (9.2)

と書ける．

補題 9.2. (C1)と (C2)を満たす PSL(2, C)表現の共役類の集合は

({(e1, e2, e3) ∈ (C \ {0,±1})3 | e1
±1e2

±1e3
±1 ̸= 1}/(Z/2Z)3/H1(P ; Z/2Z)

と同一視できる．（(Z/2Z)3 の作用は (9.1)，H1(P ; Z/2Z)の作用は (9.2)で与えられる．）

S を種数 gの曲面とし，C = c1 ∪ · · · ∪ c3g−3 をパンツ分解とする．Gを C に双対となる S 内の有向グ
ラフとする．Gの各辺には固有値パラメータ ei とツイストパラメータ ti を与えておく．P を固有値の３
組 (ei, ej , ek)で，ある S \ C のパンツの境界に対応しているものとする．

E(S, C) = {(e1, e2, . . . , e3g−3) | ei ∈ C \ {0,±1}, e±1
i e±1

j e±1
k ̸= 1 for {i, j, k} ∈ P}

とおくと，§7の構成から有理写像

E(S,C) × (C∗)3g−3 → XPSL(S)

を得る．ここで E(S,C)は固有値パラメータ，(C∗)3g−3 はツイストパラメータに対応する．パンツの場
合のH1(P ; Z/2Z)は大域的にはH1(G; Z/2Z)と自然に同一視できる事が分かる．ツイストパラメータは
PSL(2, C)表現のみで決まるので上の写像は

(E(S, C)/H1(G; Z/2Z)) × (C∗)3g−3 → XPSL(S)

を導く．パンツの場合と同様に (Z/2Z)3g−3 が ei → ei
−1 と作用する．この作用はツイストパラメータに

非自明に作用する．例えば４つ穴あき球面の場合，定理 6.1の記号の元，次のように作用する：

(e1 → e1
−1) · (e1, t1) = (e1

−1, t1
−1),

(e2 → e2
−1) · (e2, t1) = (e2

−1,
e2e3 − e1

1 − e1e2e3

e1e3 − e2

e1e2 − e3
t1),

(e3 → e3
−1) · (e3, t1) = (e3

−1, t1),

(e4 → e4
−1) · (e4, t1) = (e4

−1, t1),

(e5 → e5
−1) · (e5, t1) = (e5

−1,
e4e5 − e1

1 − e1e4e5

e1e4 − e5

e1e5 − e4
t1).



固有値を決めてしまえばツイストパラメータは共役類により一意に決まる事から，

((E(S, C)/H1(G; Z/2Z)) × (C∗)3g−3)/(Z/2Z)3g−3 → XPSL(S)

は単射となる．
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