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2.10 0�1�2�3�4�( ����5�6 0�1!2 �+7���5�6�����8���9�: %�(�;�*�<�=?>�@�2 ���
A�B

2.11 % G C�D ��&E' % H (�)+* G F � ;�G ∼ 0 g ∼ h⇐⇒ g−1h ∈ H
����H 2 �I�+7��

C�J 7�� ;�G ��K�L ;�G�( 9����M
a 0�N!O K�L/P�� aH = {k | ∃h ∈ H; k = ah} C :RQTS 0�*U< :����WV 3 aH (�N VYX�� M��-��

H (�N V�X�� M ��- (�Z+* : ; |aH| = |H|
�

[�\ K�L ;�G�0�1�2�( � 3 ] ��^�_�� >�@�0�`�a�b�c :�� ( d�e�f ) g�h � M g (�)+* g−1g =

e ∈ H
9E�E�

g ∼ g i 'kjE�l� (mWnEf ) g ∼ h 0Io � 2 �l� g−1h ∈ H
9W�E�!p M 0qC � C

(g−1h)−1 = h−1g
�lr!p M = H (ls�2 ���E� h ∼ g i 'tj��I� (uWvEf ) g ∼ h, h ∼ k Cw2 ���

g−1h ∈ H, h−1k ∈ H c�x r D ��y = H
� M 9��/�

g−1k = g−1h · h−1k ∈ H C 9 x r g ∼ k i 'j��U�
b 0 a ∼ b C 9�� M Cz2 �l�k7l� CIJ a−1b ∈ H

9E�W��r
H
� M

h iI{�|}*�< a−1b = h C 9���~7�� CYJ b = ah C�� j�X��U�!p ( aH
� M

b
�

H
����� M

h 0 ��: < b = ah C���� �����Yr
a ∼ b i�>�@/2 ���

H
j��

aH � ����� fa 0 fa(h) = ah
�Y��H 2 ��� fa−1 i fa

��p�����9����
fa

�����������
��� c���< |H| = |aH| i�>�@�2 ���
�

2.12 % G
� M

g (�)+* M g
��,�-�� % ��,�-���.�-��������

,/-����+��: %�0�� � *�< :+7�Q���,�- i 1
����� % � G = {e}

�
1 � P���������/� 9���� C�*�< ,�- i�� -�� % �����U'�j����

A�B
2.13

,�- i�� - p
� % ��,�- p

����� %�( K����������
[�\ % G

��,�-��
2 ��F 9����Ur G ( �U��, M �/� � M i�{!|�2 ��� D X 0 g C�2 ��� g

��,
-�� % G

��,�-���.�-�� i r � -�9��/� p
V 3 � 1

�����U�
1
� CUJ ���/, M ( 9��/����,!-�� p

C 9/���+7�� C�J G = 〈 g 〉 C 9������ G
����� %+C 9����

,/-
4
� %�0���a�c Q���,�- 4

� % � 2 � ( 2 ]�� � *�< :���� 1 ] ��,�- 4
����� % Z4

r =Q
1 ] ��,�- 2

����� % 2 � �� �¡ Z2

⊕

Z2

�������+7��
2 ] ��KY������9�: ( ¢�£ j ?)

�
% G 0 ,�- 4

� %+C�2 ���+7�X i Z4

V 3 � Z2

⊕

Z2 ( K���������¤ 0�1�2 � % G
� M

g
�

,�-��
g i ��, M ��9 � X b r 4

V 3 � 2
�����I�

(¥�¦ 4 §�¨E©�ª�«E¬�­l®�¯ ) g i ,�- 4
� M

C�2 � C r G = 〈 g 〉 C 9��W����r G
��,E-

4
����� %+C 9��l� (¥�¦ 4 §�¨�©�ª�«±°�²�³�®�¯ ) g

0 ,�- 2
� M Cz2 ��� G ( ��´ ( ,W- 2

� M il{�|�2 ����� h 6= g C 9���,W- 2
� M 0qC��/<qµ���¶7�� C�J r e, g, h, gh

��·/: (�¸ 9�� G
� M 9�����r

G = {e, g, h, gh}
�����U�¶7�� C�J G

j
�

Z2

⊕

Z2 � �U��� F 0 F (e) = (0, 0), F (g) = (1, 0), F (h) = (0, 1), F (gh) = (1, 1) C���4 � C
F
�

G
j��

Z2

⊕

Z2 � ��K��!��������� (¢�£ j ?)
�

8



¹�º�»�B
2.8 Z 4 C Z2

⊕

Z2 i K�����9�:�¤ 0�1�¼ �¹�º�»�B
2.9 F � F i K�������������¤ 0�1�¼ �

½ J�¾�J ,�-����+��: %�0�¿�À�< : µ�i r D � 3�4�(�Á+*�Â�Ã�0 � h+*�c Q��
% G

�
2 ] ��&W' % H, K (�)+* HK = { g | g = hk, h ∈ H, k ∈ K } C�Ä+µ � HK

�
G
��&

'�Å/��������� i r�Æ�Ç ( &�' %�( ��9��U9�:�� * j * � i�>�@�2 ���
A�B

2.14

|HK| =
|H| · |K|

|H ∩ K|

[�\
H

⊕

K
��,�-q�

|H| · |K|
���E���

H
⊕

K
j��

HK � � F�� ����� F 0 F (h, k) = hk����H 2 ��� HK
� gWh � M g (�)+* F−1(g)

� M � � - i |H ∩ K| (�Z}* :�¤ 0�`qa�b�È�ÉEiÊ�Ë ���
Ì/Í ( g = e

��Î 0�1�2 � F−1(e)
j��

H ∩ K � ����� u 0 ����Ï (l��4 ��� (h, k) ∈ F −1(e)

0lg�hq(tC���<qµ �l�+7I� CIJ hk = e ctx h = k−1
�

k−1
�

K
� M 9W�E�

h
�

H ∩ K
� M

�W���I�+7l� CIJ u(h, k) = h Cw2 �I�¶7I� u
�I�E�W�q�W�E�

(¢W£ j ?)
��ÆEÇt�

g (I)}*I< �
�tÐ �IÏ ( F−1(g)

jt�
H ∩ K � �l�E� ug 0I�q4 �I� hk = g C 9�� h C k 0 1 ÑtÒ � 2 �I�

(h′, k′) ∈ F−1(g) 0�g�h�(�C���<�µ ��� h1 = h−1h′, k1 = k′k−1 C�Ä+µ�C r h1 ∈ H, k1 ∈ K
���

���
hk = g = h′k′ c�x r hk = hh1k1k

9����
h1k1 = e

��������Ó C K�Ï ( h1 ∈ H ∩ K i 'qj���¶7�� C�J ug(h
′, k′) = h1 C�2 ���+7�� ug

�������������
(¢�£ j ?)

�

¹�º�»�B
2.10 È�É�Ô � u Õ�Ö ug i �������/����¤ 0�1�¼ �

% G
� M

a (�)+* ��� Ja 0 Ja(g) = a−1ga
����H 2 ���

A�B
2.15 g�h � a (�)+* Ja

�
G F ��K��������������

� ( &�' % H (�)+* Ja(H)
��V 3 G

��&�' %�( 9/���t7�X 0 H
��×!Ø�Ù/Ú�Û

(conjugate sub-

group) C :ÜQ���V 3 M g (�)+* Ja(g) = a−1ga 0 g
��×�Ø ¨ (conjugate element) C :ÜQÝ��&/'

% H i�g�h � a ∈ G (�)+* Ja(H) = H C :ÜQT^�_ 0�Þ�]+C�J�ß�à Ù�Ú�Û (normal subgroup) C:�:/r
H / G C��+µ � H i�á/â &�' % � CUJ Ja 0 H (�ã 8 *�3 ��� (

7�X = K�ä�å!æ Ja

��ç 2 )�
H F ��K������ 0�è�a ���

A�B
2.16 G 0�%¶C�* r H, K 0�D ��&�' %+C�2 ���

(1) HK i &�' %�0 9 2�3�4 ��é�ê�ë�'�ì�í�� HK = KH i�>ÜxT@�] ¤��������
(2) H, K

� Á 9 µ�C�= Æ�î i�á�â &�' % 9�� HK
��&�' %�0 9 2 �

(3) H, K C�=�(�á�â &�' % 9�� b HK =�á�â &�' % �������
[�\
(1) HK = KH i�>�@}*�< :�� C�2 ��� HK

� g�h � M hk C h′k′ (�)+* hk · h′k′ ∈ HK 0U1
2 � kh′ ∈ KH = HK

9E���
h1 ∈ H C k1 ∈ K iI{�|ï*�< kh′ = h1k1 C 9��I�¶7I� C�J

hkh′k′ = hh1k1k
′ i�>�@+* , hh1 ∈ H, k1k

′ ∈ K
9��/� >�@�2 ���!� (�g�h � hk ∈ H (�)+*

(hk)−1 ∈ HK 0�1�2 � hk−1 = k−1h−1
��r F+C KUÏ��Uð�ñ�� k−1h−1 = h1k1 C 9�� h1 ∈ H

C k1 ∈ K i�{/|�2 ������7�X = HK
� M ������� c��/< HK

��&�' %�( 9����

9



HK i &E' % �W�E� Cwo � 2 �l� g�h � M k ∈ K C h ∈ H (l)ï* r k = h = HK
� M

9E�W�
kh ∈ HK iI>E@W2 �I� c��/< KH ⊆ HK C 9E��� G

�I&W'EÅ��
A (l)ï* A−1 =

{

a−1
∣

∣ a ∈ A
} C?Äkµ � H, K

�U&�' % 9��/� H−1 = H, K−1 = K iY>/@�2 �U� KH ⊆ HK

c�x (KH)−1 ⊆ (HK)−1 = K−1H−1 i�>E@�2 �W����r HK ⊆ KH i�ò ��X�r HK = KH

i '�j����
(2) H / G C�2 ��� g�h � k ∈ K (�)+* k−1Hk = H C 9����/��r HK = KH i '�j��Y� c��!<

(1) c�x HK
��&�' %�0 9 2 �

(3) ó�ô�õ 6 ( �¹�º�»�B
2.11 (3) 0�È�É�¼+c �¹�º�»�B
2.12

5�6�� È�É ����: 3 A−1 (�;�2 ��^�_ 0�ö�J�÷�*�È�É�¼+c �¹�º�»UB
2.13 ø G

��&�' % H (�)k* |G|

|H|
0�ù�¦ (index) C :ÜQú�lû�- 2

��&�' % � á/â &!'
% �/����¤ 0�1�¼ �

���
2 ] ����������8 % ñ����Uü�ý�þ��������

���
2.17 [Sylow’s theorem]

��8 % G (�)+*YD ��,�- 0�ÿÜx�� � � - 0 p C?2 ���t7�� C�J ,�-
i p

�������E� %q0 p–
Û

(p–group) C : Q���V 3�% ��,W- 0�ÿ±x�� � Ì�� � p
� 0 pe C�2 � C

J r/,�- pe
��&�' %�0��	��
 p–

Ù!Ú�Û
(Sylow p–subgroup) C���
 �

(1) % G
��,�-

p 0�ÿÜx�� ��� � - p (�)+*��	��� p–
&/' % � {�|�2 ���

(2) G
�

p–
&�' % ����� �	��� p–

&�' %�(�N V�X����
(3) �	��� p–

&�' % ����·�: (���� �������
(4) �	��� p–

&�' % � � -�� kp + 1 � �������
���

2.18 G 0 ��8�� ������%+C�2 ���+7�� C�J�á�� - d1, . . . , dn i�{�|+*�<
G ∼= Zd1

⊕

· · ·
⊕

Zdn

i�>/@�2 ��� di (i = 1, . . . , n) ( � di i di+1 0�ÿÜx�� � C :ÜQTì!í 0�]�� � C 7���-�� G (�)+*Æ h þ (�� V����
¹�º�»�B

∗∗∗∗
2.14 (1)

���
2.17 0�È�É�¼+c �

(2)
���

2.18 0�È�É�¼+c �
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