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1.4 導関数

関数 f の導関数 f ′ は (存在する場合)次の式で定義されるものであった。

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

xにおいてこの極限が存在するとき，f は xで微分可能 (differentiable) であるという。定義域の
各点で微分可能であるとき，関数 f は微分可能 (differentiable) であるという。ただし f の定義域

が閉区間 I のとき区間の左端の点 aで微分可能とは次の右極限が存在する場合をいう事とする。

f ′+(a) = lim
h→+0

f(a+ h)− f(a)
h

右端の点の場合は次の左極限の存在する場合をいう。

f ′−(a) = lim
h→−0

f(a+ h)− f(a)
h

y = f(x)の導関数の表し方は次のように色々ある。前 2つはニュートン流，後ろ 4 つはライプ
ニッツ流である。

y′, f ′(x),
dy

dx
,
df(x)
dx

,
df

dx
(x),

d

dx
f(x)

幾何的にはその点における接線の傾きを表す。この言い方は数学的には厳密でないかもしれな

い。厳密には導関数を用いて接線を定義する。

微分とは線型近似 (1次近似)であるという見方は大切である。f は微分可能とする。今 xを任

意に固定して h を変数と考える。
f(x+ h)− f(x)

h
− f ′(x) = ε とおくと h→ 0のとき ε→ 0 と

なる。つまり

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ εh

において h が非常に小さいとき，εh は (非常に)2 小さいと考えられる。この項を無視した残りの

項が f(x)を近似しているという見方が線型近似である。
逆に微分可能な関数 f(x+ h)を h に関する 1次式 Ah+B で「近似」する事を考える。h = 0

において 1次関数の値が f(x)になる必要があるので B = f(x)が従う。関数 f(x + h)と 1次関
数の差を ε(h)h と置く。即ち ε(h)h = f(x+ h)− (Ah+ f(x)) とすると，

ε(h) =
f(x+ h)− f(x)

h
−A

となる。よって A = f ′(x)のとき「近似」が一番よい事が分かる。

定理 1.13 関数 f, g は微分可能とする。aは定数とする。

(1) (f + g)′ = f ′ + g′

このプリントも含め講義関連のプリントは http://math.cs.kitami-it.ac.jp/˜kouno/kougi.html においてある。
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(2) (af)′ = af ′

(3) (fg)′ = f ′g + fg′

(4)
(
f

g

)′
=

f ′g − fg′
g2

定理 1.14 [合成関数の微分法] 関数 y = f(x)と z = g(y)が共に微分可能で合成関数
z = g ◦ f(x) = g(f(x)) が定義されるとき

dz

dx
=

dz

dy

dy

dx

が成立する。

定理 1.15 [逆関数の微分法] ある区間 I または実数 R 全体でで定義された関数 f が微分可能か

つ単調であるとき，逆関数は微分可能で導関数は

dx

dy
=

1
dy

dx

演習問題 1.2 テキストを参考にして，定理 1.13, 1.14, 1.15を証明せよ。

1.5 いろいろな関数とその導関数

ここで今まで出てきた関数とその導関数を整理しておこう。最後の逆三角関数は初めて出てくる。

1)整関数 多項式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 を考える。実数上の関数で x に

対し f(x) を対応させる関数を f と書く (関数 y = f(x)と書く場合もある)。これを整関数または
多項式関数という。整関数は連続関数であり，微分可能な関数でもある。(xn)′ = nxn−1 が分かる

ので定理 1.13より導関数が求められる。高校の数学 II の微分で扱ったのがこの関数である (次数
の低い場合)。

演習問題 1.3 任意の自然数 n に対して (xn)′ = nxn−1 が成立する事を示せ。

2)有理関数 有理式 Q(x) (1) で定義される関数を有理関数という。ただし，これには 2つほ
ど注意が必要であろう。1つ目は定義域の問題で，この関数は分母 g(x) が 0 でないところで定義
される連続関数である。2 つ目は式と関数の区別である。2つの有理式が式として等しくても定義

する関数が異なる事がある。例えば Q(x) = xと P (x) =
x2

x
は式としては同じだが定義する関数

は異なる。多項式の導関数は (1)より分かるので，定理 1.13 を用いると有理関数の導関数を求め
る事ができる。

演習問題 1.4 次の有理関数の導関数を求めよ。

(1) y =
x− 1
x+ 1

(2) y =
x2 + 1
x2 − 1

(3) y =
1

x2 + 1

(1)Q(x) =
f(x)

g(x)
と表される式，ただし，f(x), g(x) は多項式。
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3)無理関数 ここでは無理関数一般でなく n 乗根について述べる。つまり，f(x) = xn を定

義域を R+ = {x ∈ R | x >= 0} として考えるとこれは単調増加関数である。逆関数が存在するが，
これを無理関数と定義する。定義域は様々あるが，定義域で連続である。導関数は定理 1.15を用

いると求められる。例えば y = f(x) = n
√
x は x = yn (y >= 0)の逆関数である。

dx

dy
= nyn−1 な

ので
dy

dx
=

1
dx

dy

=
1

nyn−1
=

1
n
x1/n−1

無理関数は 1),2)と違って微分可能でない点が存在する。即ち定義域の端点で一般に微分可能にな
らない。

演習問題 1.5 n を自然数，mを整数とする。関数 y = x

m

n の導関数を求めよ。

4)指数関数 指数関数がどう定義されたかを振返ってみよう。aを正の実数として y = ax を

定義したい。いきなりは難しいので自然数から始めて定義域を拡張していく。

A) 定義域が自然数の時 : この時は x = n とした時 an = a · · · a︸ ︷︷ ︸
n 個

で定義する。次の指数法則が

成立する。

ax+y = axay

以下拡張はこの指数法則が成立するようになされる。

B) 定義域が整数の時 : まず x = 0 の時指数法則を成立させるには ax = a0 = 1 が必要。よっ

てそう定義する。また x = −n のとき指数法則が成立すれば axan = a0 = 1 より ax = a−n =
1
an

と定義する。

C) 定義域が有理数の時 : まず x =
1
n
を考えると，指数法則が成立すれば (ax)n = axn =

a1 = aより ax = n
√
aとする。また一般の x =

m

n
に対しては ax = ( n

√
a)m と定義する。

D) 実数が定義域の場合 : 今までとは少し違う。指数法則が成立するだけの条件なら拡張の仕

方は一通りとは限らない。そこで指数関数が連続になる事を要請する。xを実数とする時それに収

束する有理数からなる数列 {an}が存在する。aan は定義されているので {aan}という数列を考え
る。この数列は収束する事が証明されるのでこの極限値で ax を定義する，つまり ax = lim

n→∞ a
an

とする。この定義に基づいてきちんと議論をすれば ‘指数法則’，‘連続性’，‘a > 1の時単調増加’，
‘0 < a < 1の時単調減少’等を示す事ができる。指数関数は複素数まで拡張される (オイラーの公
式) がここでは取上げない。Taylor展開を扱ったときにふれる事にする。

指数関数の導関数を計算するためには e(自然対数の底と呼ばれる)という数を考える必要があ
る。導関数を求めながらこの事を見よう。y = f(x) = ax とする。

f(x+ h)− f(x)
h

=
ax+h − ax

h
= ax

ah − 1
h
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となるので， lim
h→0

ah − 1
h

を計算する必要がある。これは指数関数 ax の x = 0 における傾きであ

る。aの値を変化させると傾きは変化する。この傾きが 1 になるような aが存在するので(2)，こ

れを eとおく。このとき (ex)′ = ex が得られる。一般の aに対しては，a = ek とおくと，

(ax)′ = (ekx)′ = kekx = ax log a

を得る (対数関数の密輸入をしてしまった)。

5)対数関数 指数関数の所で述べたが，a 6= 1, a > 0の時指数関数 y = ax が定義されて単

調な連続関数になる。よって定理 1.12より逆関数が存在する。これを loga xと書き，(aを底とす
る)対数関数という。特に底が eのとき自然対数といい底を省略する(3)。y = loga xのとき x = ay

となる。
dx

dy
= ay log aなので，(loga x)′ =

1
x log a

となる。自然対数の場合は (log x)′ =
1
x
と

なる。

6)三角関数 原点 O(0, 0) 中心の半径 1の円周上に点 P (x, y)をとる。(1, 0)を Qとすると

き，角 QOP を θ とする。この時 cos θ = x, sin θ = y と定義する。cos θ 6= 0の時 tan θ =
sin θ
cos θ

と定義する。これらは連続関数になり，加法定理等諸々の事が成立する。三角関数の導関数は次の

式から導かれる (テキスト p13例 8 参照)。

lim
h→0

sinh
h

= 1

sinxに関する加法定理を用いると

sin(x+ h)− sinx
h

= sinx
cosh− 1

h
+ cosx

sinh
h

となる。
cosh− 1

h
= − sin2 h

h(cosh+ 1)
に注意すると，(sinx)′ = cosxを得る。

cosx = sin
(
x+

π

2

)
, − sinx = cos

(
x+

π

2

)
に注意すると，(cosx)′ = − sinxが得られる。

tanx =
sinx
cosx

であるから，(tanx)′ =
1

cos2 x
が得られる。

7)逆三角関数 三角関数は 1対 1 ではないので普通には逆関数は存在しない。しかし，色々
な事情があって (積分等で必要になる)逆関数を考えたい。そこで次の様に定義域を制限した上

で逆関数を考える。まずは正弦関数。y = sinxは
[
− π

2
,
π

2

]
では単調増加である。そこで定義

域をここに制限すると連続で単調増加であるのでこの制限された関数の逆関数を考える事ができ

る。これを arcsinxまたは Sin−1xと表し，逆正弦関数という。y = arcsinxのとき，x = sin y

(− π

2
<= y <=

π

2
) なので，

dx

dy
= cos y =

√
1− sin2 y =

√
1− x2 より

dy

dx
= (arcsinx)′ =

1√
1− x2

(2)これは厳密ではない。厳密には，例えば，an =

�
1 +

1

n

�n
の収束を示し，この極限値を e とおき，この性質を示す。

(3)微積分では底を省略すると，自然対数であるが，数値計算においては底を省略すると常用対数 (底が 10 である対数)

であるのが普通なので注意すること。
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を得る。

cosxは [0, π]に制限して同様に arccosxまたは Cos−1xと表し，逆余弦関数という。導関数は

arcsinxのときと同じ様に計算すると

dy

dx
= (arccosx)′ = − 1√

1− x2

が得られる。

tanxは
(
− π

2
,
π

2

)
に制限して同様に arctanxまたは Tan−1 xと表し，逆正接関数という。y =

arctanxのとき，x = tan y (− π

2
< x <

π

2
) なので

dx

dy
=

1
cos2 y

=
cos2 y + sin2 y

cos2 y
= 1 +

tan2 y = 1 + x2 より
dy

dx
= (arctanx)′ =

1
1 + x2

が得られる。

演習問題 1.6 次の関数の導関数を定義に基づいて求めよ。ただし次の極限値は用いてよい。

lim
h→0

sinh
h

= 1 lim
h→0

eh − 1
h

= 1

(1) y = x3 (2) y =
x+ 1
x2 + 1

(3) y = cos 2x (4) y = log x
演習問題 1.7 次の関数の導関数を求めよ (諸公式を用いてよい)。
(1) y = xex (2) y = sin100 2x
(3) y = x3 log(2x3 + x) (4) y = arcsin(−x2 + 1)
(5) y = xx
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