
　解析学 I問題解説 #11　 河野

演習問題 2.3 次の微分方程式を演算子法を用いて解け。ただし解関数は複素数値関数でもよい

とする。

(1) y′ + y sin x = 0 (2) y′ + (x + 1)y = 0
(3) y′ + e2xy = 0 (4) y′′ − 5y′ + 6y = 0
(5) y′′ − y′ − 6y = 0 (6) y′′ + y = 0
(7) y′′ + 4y = 0 (8) y′′ − 2y′ + y = 0
(9) y′′ + 4y′ + 4y = 0

(1) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D + sin x)y = 0

と書き直すことができる。
∫

sin xdx = − cos xより

ecos xDe− cos x = D + sin x

が成立する。よって微分方程式は

ecos xDe− cos xy = 0

となる。両辺に左から e− cos x をかけると

D
(
e− cos x

)
y = 0

となる。両辺を xで積分すると

e− cos xy = C

となるので

y = Cecos x

である。

(2) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D + (x + 1))y = 0

と書き直すことができる。
∫

x + 1dx =
1
2

x2 + xより

exp
(
− 1

2
x2 − x

)
D exp

(
1
2

x2 + x

)
= D + (x + 1)

が成立する。よって微分方程式は

exp
(
− 1

2
x2 − x

)
D exp

(
1
2

x2 + x

)
y = 0



となる。両辺に左から exp
(

1
2

x2 + x

)
をかけると

D

(
exp

(
1
2

x2 + x

))
y = 0

となる。両辺を xで積分すると

exp
(

1
2

x2 + x

)
y = C

となるので

y = C exp
(
− 1

2
x2 − x

)
である。

(3) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D + e2x)y = 0

と書き直すことができる。
∫

e2xdx =
1
2

e2x より

exp
(
− 1

2
e2x

)
D exp

(
1
2

e2x

)
= D + e2x

が成立する。よって微分方程式は

exp
(
− 1

2
e2x

)
D exp

(
1
2

e2x

)
y = 0

となる。両辺に左から exp
(

1
2

e2x

)
をかけると

D exp
(

1
2

e2x

)
y = 0

となる。両辺を xで積分すると

exp
(

1
2

e2x

)
y = C

となるので

y = C exp
(
− 1

2
e2x

)
である。

(4) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D2 − 5D + 6)y = 0

と書き直すことができる。D2−5D+6 = (D−3)(D−2)なので微分方程式は (D−3)(D−2)y = 0
となる。u = (D − 2)y とおくと (D − 3)u = 0 となる。

e3xDe−3x = D − 3



が成立するので，微分方程式は e3xDe−3xu = 0 となるが，両辺に左から e−3x をかけると De−3u =
0 となる。両辺を積分すると e−3xu = C1 となるので

u = C1e
3x

である。よって y についての微分方程式は

(D − 2)y = C1e
3x

となる。

e2xDe−2x = D − 2

が成立するので，微分方程式は e2xDe−2xy = C1e
3x となるが，両辺に左から e−2x をかけると

De−2xy = C1e
x となる。両辺を積分すると e−2xy = C1e

x + C2 となるので一般解は

y = C1e
3x + C2e

2x

となる。

(5) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D2 − D − 6)y = 0

と書き直すことができる。D2 −D− 6 = (D− 3)(D +2) なので微分方程式は (D− 3)(D +2)y = 0
となる。u = (D + 2)y とおくと (D − 3)u = 0 となる。

e3xDe−3x = D − 3

が成立するので，微分方程式は e3xDe−3xu = 0 となるが，両辺に左から e−3x をかけると De−3xu =
0 となる。両辺を積分すると e−3xu = C1 となるので

u = C1e
3x

である。よって y についての微分方程式は

(D + 2)y = C1e
3x

となる。

e−2xDe2x = D + 2

が成立するので，微分方程式は e−2xDe2xy = C1e
3x となるが，両辺に左から e2x をかけると

De2xy = C1e
5x となる。両辺を積分すると e2xy =

C1

5
e5x + C2 となるので y =

C1

5
e3x + C2e

−2x

となる。
C1

5
をあらためて C1 と置き直すと一般解は

y = C1e
3x + C2e

−2x

となる。

(6) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D2 + 1)y = 0



と書き直すことができる。D2 + 1 = (D − i)(D + i)なので微分方程式は (D − i)(D + i)y = 0 と
なる。u = (D + i)y とおくと (D − i)u = 0 となる。

eixDe−ix = D − i

が成立するので，微分方程式は eixDe−ixu = 0 となるが，両辺に左から e−ix をかけると De−ixu =
0 となる。両辺を積分すると e−ixu = C1 となるので

u = C1e
ix

である。よって y についての微分方程式は

(D + i)y = C1e
ix

となる。

e−ixDeix = D + i

が成立するので，微分方程式は e−ixDeiy = C1e
ix となるが，両辺に左から eix をかけると Deixy =

C1e
2ix となる。両辺を積分すると eixy =

C1

2i
e2ix + C2 となるので y =

C1

2i
eix + C2e

−ix となる。

C1

2i
をあらためて C1 と置き直すと一般解は

y = C1e
ix + C2e

−ix

となる。

(7) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D2 + 4)y = 0

と書き直すことができる。D2 + 4 = (D − 2i)(D + 2i)なので微分方程式は (D − 2i)(D + 2i)y = 0
となる。u = (D + 2i)y とおくと (D − 2i)u = 0 となる。

e2ixDe−2ix = D − 2i

が成立するので，微分方程式は e2ixDe−2ixu = 0 となるが，両辺に左から e−2ix をかけると De−2ixu =
0 となる。両辺を積分すると e−2ixu = C1 となるので

u = C1e
2ix

である。よって y についての微分方程式は

(D + 2i)y = C1e
2ix

となる。

e−2ixDe2ix = D + 2i

が成立するので，微分方程式は e−2ixDe2ixy = C1e
2ix となるが，両辺に左から e2ix をかけると

De2ixy = C1e
4ix となる。両辺を積分すると e2ixy =

C1

4i
e4ix + C2 となるので y =

C1

4i
e2ix +

C2e
−2ix となる。

C1

4i
をあらためて C1 と置き直すと一般解は

y = C1e
2ix + C2e

−2ix



となる。

(8) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D2 − 2D + 1)y = 0

と書き直すことができる。D2−2D+1 = (D−1)(D−1)なので微分方程式は (D−1)(D−1)y = 0
となる。u = (D − 1)y とおくと (D − 1)u = 0 となる。

exDe−x = D − 1

が成立するので，微分方程式は exDe−xu = 0 となるが，両辺に左から e−x をかけると De−xu = 0
となる。両辺を積分すると e−xu = C1 となるので

u = C1e
x

である。よって y についての微分方程式は

(D − 1)y = C1e
x

となる。

exDe−x = D − 1

が成立するので，微分方程式は exDe−xy = C1e
x となるが，両辺に左から e−x をかけると De−xy =

C1 となる。両辺を積分すると e−xy = C1x + C2 となるので一般解は

y = C1xex + C2e
x

となる。

(9) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D2 + 4D + 4)y = 0

と書き直すことができる。D2+4D + 4 = (D+2)(D+2)なので微分方程式は (D+2)(D+2)y = 0
となる。u = (D − 2)y とおくと (D+2)u = 0 となる。

e−2xDe2x = D+2

が成立するので，微分方程式は e−2xDe2xu = 0 となるが，両辺に左から e2x をかけると De2xu = 0
となる。両辺を積分すると e2xu = C1 となるので

u = C1e
−2x

である。よって y についての微分方程式は

(D+2)y = C1e
−2x

となる。

e−2xDe2x = D+2

が成立するので，微分方程式は e−2xDe2xy = C1e
−2x となるが，両辺に左から e2x をかけると

De2xy = C1 となる。両辺を積分すると e2xy = C1x + C2 となるので一般解は

y = C1xe−2x + C2e
−2x



となる。

演習問題 2.4 次の微分方程式を実数値関数の範囲で解け。

(1) y′′ + y = 0 (2) y′′ + ω2y = 0 (0 ̸= ω ∈ R)
(3) y′′ − y′ + y = 0 (4) y′′ − 2y′ + 2y = 0

(1) 微分方程式を複素数値関数の範囲で解くと，一般解として

C1e
ix + C2e

−ix

が得られる (前問と同様なので詳細省略)。y1 =
eix + e−ix

2
= cos xおよび y2 =

eix − e−ix

2i
=

sinxは微分方程式の解であり，実数値関数である。

C1 cos x + C2 sinx

が一般解であることを示す。

A =
{

y
∣∣ (D2 + 1)y = 0, y は実数値関数

}
，B = {C1 cos x + C2 sinx | C1, C2 ∈ R } とする。y

を B の任意の元とすると実数 C1, C2 が存在して y = C1 cos x + C2 sinxと書くことができる。

y′′ = −C1 cos x − C2 sin xなので

y′′ + y = −C1 cos x − C2 sinx + C1 cos x + C2 sin x = 0

が成立する。よって y ∈ A であり，B ⊆ A となる。y ∈ A を任意の元とするとき，z = y(0) cos x+
y′(0) sin xとおくと，

z(0) = y(0) cos 0 + y′(0) sin 0 = y(0)

であり，

z′(0) = −y(0) sin 0 + y′(0) cos 0 = y′(0)

となる。y, z はともに微分方程式 (D2 + 1)y = 0 の解であり，y(0) = z(0)，y′(0) = z′(0) となって
いる。よって微分方程式の解の一意性定理より y = z となる。よって y ∈ B であり，A ⊆ B が成

立する。以上により A = B が示された。

(2) 微分方程式を複素数値関数の範囲で解くと，一般解として

C1e
iωx + C2e

−iωx

が得られる (前問と同様なので詳細省略)。y1 =
eiωx + e−iωx

2
= cos ωx および y2 =

eiωx − e−iωx

2i
=

sinωx は微分方程式の解であり，実数値関数である。

C1 cos ωx + C2 sinωx

が一般解であることを示す。

A =
{

y
∣∣ (D2 + ω2)y = 0, yは実数値関数

}
，B = {C1 cos ωx + C2 sinωx | C1, C2 ∈ R } とす

る。y を B の任意の元とすると実数 C1, C2 が存在して y = C1 cos ωx+C2 sin ωxと書くことがで

きる。y′′ = −C1ω
2 cos x − C2ω

2 sinxなので

y′′ + ω2y = −C1ω
2 cos x − C2ω

2 sinx + ω2(C1 cos x + C2 sinx) = 0



が成立する。よって y ∈ Aであり，B ⊆ A となる。y ∈ Aを任意の元とするとき，z = y(0) cos ωx+
y′(0)

ω
sinωx とおくと，

z(0) = y(0) cos 0 +
y′(0)

ω
sin 0 = y(0)

であり，

z′(0) = −ωy(0) sin 0 +
y′(0)

ω
ω cos 0 = y′(0)

となる。y, z はともに微分方程式 (D2 + ω2)y = 0 の解であり，y(0) = z(0)，y′(0) = z′(0)となっ
ている。よって微分方程式の解の一意性定理より y = z となる。よって y ∈ B であり，A ⊆ B が

成立する。以上により A = B が示された。

(3) 微分方程式を複素数値関数の範囲で解くと，一般解として

C1 exp

(
1 + i

√
3

2
x

)
+ C2 exp

(
1 − i

√
3

2
x

)

が得られる (前問と同様なので詳細省略)。

y1 =

exp

(
1 + i

√
3

2
x

)
+ exp

(
1 − i

√
3

2
x

)
2

= exp
(

1
2

x

)
cos

√
3

2
x および

y2 =

exp

(
1 + i

√
3

2
x

)
− exp

(
1 − i

√
3

2
x

)
2i

= exp
(

1
2

x

)
sin

√
3

2
x

は微分方程式の解であり，実数値関数である。

C1 exp
(

1
2

x

)
cos

√
3

2
x + C2 exp

(
1
2

x

)
sin

√
3

2
x

が一般解であることを示す。A =
{

y
∣∣ (D2 − D + 1)y = 0, yは実数値関数

}
，

B =

{
C1 exp

(
1
2

x

)
cos

√
3

2
x + C2 exp

(
1
2

x

)
sin

√
3

2
x

∣∣∣∣∣ C1, C2 ∈ R

}
とする。y を B の任意

の元とすると実数 C1, C2 が存在して y = C1 exp
(

1
2

x

)
cos

√
3

2
x + C2 exp

(
1
2

x

)
sin

√
3

2
xと書

くことができる。

y′ =C1
1
2

exp
(

1
2

x

)
cos

√
3

2
x − C1

√
3

2
exp

(
1
2

x

)
sin

√
3

2
x

+ C2
1
2

exp
(

1
2

x

)
sin

√
3

2
x + C2

√
3

2
exp

(
1
2

x

)
cos

√
3

2
x

y′′ = − C1
1
2

exp
(

1
2

x

)
cos

√
3

2
x − C1

√
3

2
exp

(
1
2

x

)
sin

√
3

2
x

− C2
1
2

exp
(

1
2

x

)
sin

√
3

2
x + C2

√
3

2
exp

(
1
2

x

)
sin

√
3

2
x



なので

y′′ − y′ + y = 0

が成立する。よって y ∈ Aであり，B ⊆ A となる。

y ∈ A を任意の元とするとき，

z = y(0) exp
(

1
2

x

)
cos

√
3

2
x +

(
2√
3

y′(0) − 1√
3

y(0)
)

exp
(

1
2

x

)
sin

√
3

2
x

とおくと，y, z はともに微分方程式 (D2 −D +1)y = 0 の解であり，y(0) = z(0)，y′(0) = z′(0) と
なっている。よって微分方程式の解の一意性定理より y = z となる。よって y ∈ B であり，A ⊆ B

が成立する。以上により A = B が示された。

(4) 微分方程式を複素数値関数の範囲で解くと，一般解として

C1 exp ((1 + i) x) + C2 exp ((1 − i) x)

が得られる (前問と同様なので詳細省略)。

y1 =
exp ((1 + i)x) + exp ((1 − i)x)

2
= ex cos x および

y2 =
exp ((1 + i)x) − exp ((1 − i)x)

2i
= ex sin x

は微分方程式の解であり，実数値関数である。

C1e
x cos x + C2e

x sinx

が一般解であることを示す。A =
{

y
∣∣ (D2 − 2D + 2)y = 0, yは実数値関数

}
，

B = {C1e
x cos x + C2e

x sinx | C1, C2 ∈ R } とする。y を B の任意の元とすると実数 C1, C2 が存

在して y = C1 exp
(

1
2

x

)
cos

√
3

2
x + C2 exp

(
1
2

x

)
sin

√
3

2
xと書くことができる。このとき

y′′ − 2y′ + 2y = 0

が成立する。よって y ∈ Aであり，B ⊆ A となる。

y ∈ A を任意の元とするとき，

z = y(0)ex cos x + (y′(0) − y(0)) ex sinx

とおくと，y, z はともに微分方程式 (D2−2D+2)y = 0 の解であり，y(0) = z(0)，y′(0) = z′(0) と
なっている。よって微分方程式の解の一意性定理より y = z となる。よって y ∈ B であり，A ⊆ B

が成立する。以上により A = B が示された。

演習問題 ∗2.5 次が成立することを示せ。

2 次式 φ(t) = t2 + at + b に対し方程式 φ(t) = 0 は解 α, β を持つとする。微分方程式(
D2 + aD + b

)
y = 0

を考える。この微分方程式の一般解は α ̸= β のとき

y = C1e
αx + C2e

βx



であり，α = β のとき

y = C1xeαx + C2e
αx

である。

φ(t) = 0 の 2 解を α, β とすると φ(t) = (t − α)(t − β)が成立する。このとき

D2 + aD + b = (D − α)(D − β)

が成立する。u = (D − β)y とおくと微分方程式は

(D − α)u = 0

となる。eαxDe−αx = D − α より eαxDe−αxu = 0 となるが，両辺に左から e−αx をかけると

De−αxu = 0 となる。両辺を積分すると e−αxu = C1 となるので

u = C1e
αx

となる。よって y についての微分方程式は (D − β)y = C1e
αx となる。

eβxDe−βx = D − β

が成立するので微分方程式は eβDe−βxy = C1e
αx となるが，両辺に左から e−β をかけると

De−βxy = C1e
(α−β)x

となる。

ここで場合分けを行う。α ̸= β のときは両辺を積分すると

e−βxy =
C1

α − β
e(α−β)x + C2

となるのでとなる。

y =
C1

α − β
eαx + C2e

βx

C1

α − β
をあらためて C1 と置き直すと一般解は

y = C1e
αx + C2e

βx

となる。

α = β のときは e(α−β)x = 1 なので両辺を積分すると

e−αxy = C1x + C2

となるので一般解は

y = C1xeα + C2e
αx

である。

演習問題 ∗2.6 次が成立することを示せ。



φ(t) = t2 + at + b = 0 は実数解を持たないとする。φ(t) = 0 の複素解を λ1 ± iλ2 とする。微分

方程式

(D2 + aD + b)y = 0

の実数値関数としての一般解は

y = C1e
λ1x cos λ2x + C2e

λ1x sinλ2x

である。ここで C1, C2 は実数である任意定数。

φ(t) = 0 の 2 解を α, β とすると φ(t) = (t−α)(t−β)が成立する。ただしここで α = λ1 + iλ2，

β = λ1 − iλ2 とする。このとき

D2 + aD + b = (D − α)(D − β)

が成立する。u = (D − β)y とおくと微分方程式は

(D − α)u = 0

となる。eαxDe−αx = D − α より eαxDe−αxu = 0 となるが，両辺に左から e−αx をかけると

De−αxu = 0 となる。両辺を積分すると e−αxu = C1 となるので

u = C1e
αx

となる。よって y についての微分方程式は (D − β)y = C1e
αx となる。

eβxDe−βx = D − β

が成立するので微分方程式は eβDe−βxy = C1e
αx となるが，両辺に左から e−β をかけると

De−βxy = C1e
(α−β)x

となる。両辺を積分すると

e−βxy =
C1

α − β
e(α−β)x + C2

となるのでとなる。

y =
C1

α − β
eαx + C2e

βx

C1

α − β
をあらためて C1 と置き直すと一般解は

y = C1e
αx + C2e

βx

となる。

複素数値関数の解として

y1 = eαx = e(λ1+iλ2)x = eλ1xeiλ2x = eλ1x (cos λ2x + i sinλ2x)

y2 = eβx = e(λ1−iλ2)x = eλ1xe−iλ2x = eλ1x (cos λ2x − i sinλ2x)



の 2 つがあるが，これから実数値関数 z1, z2 を

z1 =
y1 + y2

2
= eλ1x cos λ2x

z2 =
y1 − y2

2i
= eλ1x sinλ2x

を構成することができる。このとき

C1z1 + C2z2

が一般解であることを示す。

即ち A =
{

y
∣∣ (D2 + aD + b)y = 0, y は実数値関数

}
，B = {C1z1 + C2z2 | C1, C2 ∈ R } とする

とき A = B を示す。

φ(t) = t2 + at + b = (t − α)(t − β) = t2 − (α + β)t + αβ

= t2 − (λ1 + iλ2 + λ1 − iλ2)t + (λ1 + iλ2)(λ1 − iλ2) = t2 − 2λ1t + (λ2
1 + λ2

2)

より a = −2λ1，b = λ2
1 + λ2

2 が成立している。y を B の任意の元とする。ある実数 C1, C2 が存在

して y = C1z1 + C2z2 とかかれている。

y′′ + ay′ + y =C1z
′′
1 + C2z

′′
2 + aC1z

′
1 + aC2z

′
2 + bC1z1 + bC2z2

=C1

(
(λ2

1 − λ2
2)e

λ1x cos λ2x − 2λ1λ2e
λ1x sinλ2x

)
+ C2

(
(λ2

1 − λ2
2)e

λ1x sinλ2x + 2λ1λ2e
λ1x cos λ2x

)
+ aC1

(
λ1e

λ1x cos λ2x − λ2e
λ1x sin λ2x

)
+ aC2

(
λ1e

λ1x sinλ2x + λ2e
λ1x cos λ2x

)
+ bC1e

λ1x cos λ2x + bC2e
λ1x sinλ2x

=C1

(
λ2

1 − λ2
2 + aλ1 + b

)
eλ1x cos λ2x + C1

(
− 2λ1λ2 − aλ2

)
eλ1x sinλ2x

+C2

(
λ2

1 − λ2
2 + aλ1 + b

)
eλ1x sinλ2x + C2

(
2λ1λ2 + aλ2

)
eλ1x cos λ2x = 0

なので y ∈ A が成立する。よって B ⊆ A である。

y ∈ A を任意の元とする。C1 = y(0)，C2 =
y′(0) − y(0)λ1

λ2
，z = C1z1 + C2z2 とおく。

z(0) = C1z1(0) + C2z2(0) = y(0) · 1 + C2 · 0 = y(0)

であり，

z′(0) = C1z
′(0) + C2z

′
2(0)

= y(0)λ1 +
y′(0) − y(0)λ1

λ2
λ2 = y′(0)

となる。y, z はともに微分方程式 (D2 + aD + b)y = 0 の解であり，y(0) = z(0)，y′(0) = z′(0) と
なっている。よって微分方程式の解の一意性定理より y = z となる。よって y ∈ B であり，A ⊆ B

が成立する。以上により A = B が示された。

演習問題 2.7 次の微分方程式を解け。

(1)
dy

dx
− 3y = e2x (2)

dy

dx
+ 2y = sinx



(3)
dy

dx
+ 3y = x2 + x (4)

d2y

dx2
− 2

dy

dx
− 3y = x + 4

(5)
d2y

dx2
− 2

dy

dx
− 3y = sin x (6)

d2y

dx2
− 2

dy

dx
− 3y = e2x

(1) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D − 3)y = e2x

と書き直すことができる。

e3xDe−3x = D − 3

が成立する。よって微分方程式は

e3xDe−3xy = e2x

となる。両辺に左から e−3x をかけると

D
(
e−3x

)
y = e−x

となる。両辺を xで積分すると

e−3xy = −e−x + C

となるので

y = −e2x + Ce3x

である。

(2) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D + 2)y = sinx

と書き直すことができる。

e−2xDe2x = D + 2

が成立する。よって微分方程式は

e−2xDe2xy = sin x

となる。両辺に左から e−3x をかけると

D
(
e2x

)
y = e2x sinx

となる。両辺を xで積分すると

e2xy =
2
5

e2x sinx − 1
5

e2x cos x + C

となるので

y =
2
5

sinx − 1
5

cos x + Ce−2x

である。

(3) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D + 3)y = x2 + x



と書き直すことができる。

e−3xDe3x = D + 3

が成立する。よって微分方程式は

e−3xDe3xy = x2 + x

となる。両辺に左から e−3x をかけると

D
(
e3x

)
y = e3x

(
x2 + x

)
となる。両辺を xで積分すると

e3xy =
1
3

e3xx2 − 1
9

e3xx − 1
27

e3x + C

となるので

y =
1
3

x2 − 1
9

x − 1
27

+ Ce−3x

である。

(4) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D2 − 2D − 3)y = x + 4

と書き直すことができる。D2−2D−3 = (D+1)(D−3)なので微分方程式は (D+1)(D−3)y = x+4
となる。u = (D − 3)y とおくと (D + 1)u = x + 4となる。

e−xDex = D + 1

が成立するので，微分方程式は e−xDexu = x+4となるが，両辺に左から ex をかけると Dexu =
(x + 4)ex となる。両辺を積分すると exu = xex + 3ex + C1 となるので

u = x + 3 + C1e
−x

である。よって y についての微分方程式は

(D − 3)y = x + 3 + C1e
−x

となる。

e3xDe−3x = D − 3

が成立するので，微分方程式は e3xDe−3xy = x + 3 + C1e
−x となるが，両辺に左から e−3x をか

けると De−3xy = xe−3x + 3e−3x + C1e
−4x となる。両辺を積分すると

e−3xy = − 1
3

xe−3x − 10
9

e−3x − C1

4
e−4x + C2

となるので y = − 1
3

x − 10
9

− C1

4
e−x + C2e

3x となる。− C1

4
をあらためて C1 と置き直すと一

般解は

y = − 1
3

x − 10
9

+ C1e
−x + C2e

3x

となる。



(5) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D2 − 2D − 3)y = sin x

と書き直すことができる。D2−2D−3 = (D+1)(D−3)なので微分方程式は (D+1)(D−3)y = sinx

となる。u = (D − 3)y とおくと (D + 1)u = sin xとなる。

e−xDex = D + 1

が成立するので，微分方程式は e−xDexu = sinxとなるが，両辺に左から ex をかけると Dexu =

ex sinx となる。両辺を積分すると exu =
1
2

ex sinx − 1
2

ex cos x + C1 となるので

u =
1
2

sinx − 1
2

cos x + C1e
−x

である。よって y についての微分方程式は

(D − 3)y =
1
2

sinx − 1
2

cos x + C1e
−x

となる。

e3xDe−3x = D − 3

が成立するので，微分方程式は e3xDe−3xy =
1
2

sinx − 1
2

cos x + C1e
−x となるが，両辺に左か

ら e−3x をかけると De−3xy =
1
2

e−3x sin x − 1
2

e−3x cos x + C1e
−4x となる。両辺を積分すると

e−3xy =
1
10

e−3x cos x − 1
5

e−3x sin x − C1

4
e−4x + C2

となるので y =
1
10

cos x − 1
5

sinx − C1

4
e−x + C2e

3x となる。− C1

4
をあらためて C1 と置き直

すと一般解は

y =
1
10

cos x − 1
5

sin x + C1e
−x + C2e

3x

となる。

(6) 与えられた微分方程式は演算子を用いて

(D2 − 2D − 3)y = e2x

と書き直すことができる。D2−2D−3 = (D+1)(D−3) なので微分方程式は (D+1)(D−3)y = e2x

となる。u = (D − 3)y とおくと (D + 1)u = e2x となる。

e−xDex = D + 1

が成立するので，微分方程式は e−xDexu = e2x となるが，両辺に左から ex をかけると Dexu = e3x

となる。両辺を積分すると exu =
1
3

e3x + C1 となるので

u =
1
3

e2x + C1e
−x



である。よって y についての微分方程式は

(D − 3)y =
1
3

e2x + C1e
−x

となる。

e3xDe−3x = D − 3

が成立するので，微分方程式は e3xDe−3xy =
1
3

e2x + C1e
−x となるが，両辺に左から e−3x をか

けると De−3xy =
1
3

e−x + C1e
−4x となる。両辺を積分すると

e−3xy = − 1
3

e−x − C1

4
e−4x + C2

となるので y = − 1
3

e2x − C1

4
e−x +C2e

3x となる。− C1

4
をあらためて C1 と置き直すと一般解は

y = − 1
3

e2x + C1e
−x + C2e

3x

となる。


