
　解析学 I問題解説 #9 　 河野

演習問題 ∗2.20 定理 2.19を証明せよ (テキスト p83参照)。

(a, b)の近傍を U =
{

(x, y)
∣
∣
∣

√

(x − a)2 + (y − b)2 < δ
}

とする。これから考える点はすべてこ

の近傍に含まれているとする。

∆ = f(a + h, b + k) − f(a + h, b) − f(a, b + k) − f(a, b) (4)

とおく。F (x) = f(x, b + k)− f(x, b)とおくと ∆ = F (a + h)−F (a)となっている。また F ′(x) =

fx(x, b + k) − fx(x, b)が成立する。平均値の定理を F (x)に適用すると

F (a + h) − F (a) = hF ′(a + θh) (0 < θ < 1)

が得られる。よって

∆ = F (a + h) − F (a) = hF ′(a + θh)

= h (fx(a + θh, b + k) − fx(a + θh, b))

さらに平均値の定理を適用すると

= hkfxy(a + θh, b + θ′k)

となる。fxy は連続なので

lim
(h,k)→(0,0)

∆

hk
= fxy(a, b) (5)

が成立する。

また

∆

hk
=

1

h

(
f(a + h, b + k) − f(a + h, b)

k
− f(a, b + k) − f(a, b)

k

)

よって lim
k→0

∆

hk
=

fy(a + h, b) − fy(a, b)

h
となる。 lim

(h,k)→(0,0)

∆

hk
= lim

h→0
lim
k→0

∆

hk
なので lim

h→0
lim
k→0

∆

hk

は収束し

fyx(a, b) = lim
h→0

fy(a + h, b) − fy(a, b)

h

= lim
(h,k)→(0,0)

∆

hk

= fxy(a, b)

となる。

演習問題 2.21 上でのべた事を証明せよ。即ち系を仮定して次を示せ。



(1) z = f(x, y)が C3 級ならば

zxxy = zxyx = zyxx, zyyx = zyxy = zxyy

が成立する。
(2) z = f(x, y)が Cn 級ならば

z···xy··· = z···yx···

が成立する。ただし · · · 部分は同じとし，微分は全部で n 回されるものとする。
(3) z = f(x, y)が Cn 級ならば n階の導関数は x, y で微分した回数が同じであればその順序によ

らず決る。

(1) zが C3 級のとき，zx および zy は C2 級である。zx に系を適用すると

zxxy =
(
zx

)

xy
=

(
zx

)

yx
= zxyx

が得られる。zy に系を適用すると

zyxy =
(
zy

)

xy
=

(
zy

)

yx
= zyyx

z は C3 級であるから，C2 級でもある。よって系より zxy = zyxが成立する。よって

zxyx =
(
zxy

)

x
=

(
zyx

)

x
= zyxx

zxyy =
(
zxy

)

y
=

(
zyx

)

y
= zyxy

となる。

(2) ∗ α，β を xと y からなる列とする。ただし αは k 個の x, y から，β は n − k − 2 個の x, y

からできているとする。ただし k <= n − 2とする。ここで証明すべことは

zαxyβ = zαyxβ

である。

zα は z を k 回微分したものなので Cn−k 級である。n−k >= 2なので系が適用できる。このとき

(
zα

)

xy
=

(
zα

)

yx

が成立する。よって

zαxy =
(
zα

)

xy
=

(
zα

)

yx
= zαyx

が成立する。これより

zαxyβ =
(
zαxy

)

β
=

(
zαyx

)

β
= zαyxβ

の成立が示される。

(3) ∗ γ を xと yからなる列で，xが k 個，yが n − k 個からなるとする。ω を

ω = x · · ·x
︸ ︷︷ ︸

k 個

y · · · y
︸ ︷︷ ︸

n−k 個



となる列とするとき

zγ = zω

を示せばよい。γが · · · yx · · · という部分列を含まなければ，γ = ω なので zγ = zω が成立する。γ

が · · · yx · · · という部分列を含んだとする。γ = αyxβ と表記したとき γ1 = αxyβ とおく。このと

き (2)の結果より zγ = zγ1
が成立している。γ1が · · · yx · · · という部分列を含まなければ γ1 = ω

となっているて，zγ = zγ1
= zω となり，命題は示される。γ1が · · · yx · · · という部分列を含んだ

とする。γ1 = α1yxβ1 と表記したとき γ2 = α1xyβ1 とおく。このとき (2)の結果より zγ1
= zγ2

が

成立している。γ2が · · · yx · · · という部分列を含まなければ，γ2 = ω なので zγ = zγ1
= zγ2

= zω

が成立する。このことを続けていくことによりいつかは ω になる。即ち列 γ1, γ2, . . . , γt が存在し

て γt = ω となることが分かる。(2)より任意の kに対し zγk
= zγk+1

が成立するので

zγ = zγ1
= · · · = zγt

= zω

が成立する。

演習問題 2.22 次の関数を (a, b)において最もよく近似する 1 次式，2次式および 3 次式求め

よ。ただし演習問題 2.17の結果は用いてもよい。

(1) z = f(x, y) = (x − 1)(y + 2) (a, b) = (0, 0)

(2) z = f(x, y) =
1

1 − 2x + 3y
(a, b) = (0, 0)

(3) z = f(x, y) = sin(x + y) (a, b) =
( π

2
,

π

2

)

(1) fx = y + 2, fy = x − 1, fxx = 0, fyy = 0, fxy = 1, fxxx = 0, fxxy = 0, fxyy = 0, fyyy = 0な

ので f(0, 0) = −2, fx(0, 0) = 2, fy(0, 0) = −1, fxx(0, 0) = 0, fxy(0, 0) = 1, fyy = 0, fxxx(0, 0) =

0, fxxy(0, 0) = 0, fxyy(0, 0) = 0, fyyy(0, 0) = 0 となる。f(x, y)を (0, 0)で最もよく近似する 1 次

式は

f(0 + h, 0 + k) ∼ −2 + 2h − k

であり，最もよく近似する 2次式は

f(0 + h, 0 + k) ∼ −2 + 2h − k + hk = f(h, k)

であり，最もよく近似する 3次式は

f(0 + h, 0 + k) ∼ −2 + 2h − k + hk = f(h, k)

となる。この場合 f(x, y)は 2 次式なので，近似の式は 2 次の段階で f(x, y)に一致している。

(2) fx =
2

(1 − 2x + 3y)2
, fy = − 3

(1 − 2x + 3y)2
, fxx =

8

(1 − 2x + 3y)3
, fxy = − 12

(1 − 2x + 3y)2
,

fyy =
18

(1 − 2x + 3y)
3 , fxxx =

48

(1 − 2x + 3y)
4 , fxxy = − 72

(1 − 2x + 3y)
4 , fxyy =

108

(1 − 2x + 3y)
4 ,

fyyy = − 162

(1 − 2x + 3y)4
なので f(0, 0) = 1, fx(0, 0) = 2, fy(0, 0) = −3, fxx(0, 0) = 8, fxy(0, 0) =

−12, fyy(0, 0) = 18, fxxx(0, 0) = 48, fxxy(0, 0) = −72, fxyy(0, 0) = 108, fyyy(0, 0) = −162 とな

る。f(x, y)を (0, 0)で最もよく近似する 1 次式は

f(0 + h, 0 + k) ∼ 1 + 2h − 3k



であり，最もよく近似する 2次式は

f(0 + h, 0 + k) ∼ 1 + 2h − 3k + 4h2 − 12hk + 9k2

であり，最もよく近似する 3次式は

f(0 + h, 0 + k) ∼ 1 + 2h − 3k + 4h2 − 12hk + 9k2 + 8h3 − 36h2k + 54hk2 − 27h3

となる。

(3) fx = fy = cos(x + y), fxx = fxy = fyy = − sin(x + y), fxxx = − cos(x + y), fxxy =

− cos(x + y), fxyy = − cos(x + y), fyyy = − cos(x + y)なので f
( π

2
,

π

2

)

= 0, fx

( π

2
,

π

2

)

=

−1, fy

( π

2
,

π

2

)

= −1, fxx

( π

2
,

π

2

)

= 0, fxy

( π

2
,

π

2

)

= 0, fyy

( π

2
,

π

2

)

= 0, fxxx

( π

2
,

π

2

)

=

1, fxxy

( π

2
,

π

2

)

= 1, fxyy

( π

2
,

π

2

)

= 1, fyyy

( π

2
,

π

2

)

= 1 となる。f(x, y)を
( π

2
,

π

2

)

で最も

よく近似する 1 次式は

f(
π

2
+ h,

π

2
+ k) ∼ −h− k

であり，最もよく近似する 2次式は

f(
π

2
+ h,

π

2
+ k) ∼ −h− k

であり，最もよく近似する 3次式は

f(
π

2
+ h,

π

2
+ k) ∼ −h − k +

1

6
h3 +

1

2
h2k +

1

2
hk2 +

1

6
k3

となる。

演習問題 ∗2.23

(1) f(x, y) + Df(x, y)が (x, y)で f(x + h, y + k)を最もよく近似する 1 次式であることを示せ。

(2) f(x, y)+Df(x, y)+
1

2!
D2f(x, y)が (x, y)で f(x+h, y + k)を最もよく近似する 2 次式であ

ることを示せ。

(3)

n∑

j=0

1

j!
Djf(x, y)が (x, y)で f(x + h, y + k)を最もよく近似する n 次式であることを示せ。

(1) ε(h, k) =
f(x + h, y + k) − (f(x, y + Df(x, y))√

h2 + k2
とおくと，テーラーの定理より

ε(h, k)
√

h2 + k2 = f(x + h, y + k) − (f(x, y) + Df(x, y)) = R2 =
1

2!
D2(x + θh, y + θk)

=
1

2

(

h2 ∂2f

∂x2
(x + θh, y + θk) + 2hk

∂2f

∂x∂y
(x + θh, y + θk) + k2 ∂2f

∂y2
(x + θh, y + θk)

)

となる。M1 = max

{ ∣
∣
∣
∣

∂2f

∂x2
(x + θh, y + θk)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
0 <= θ <= 1

}

，M2 = max

{ ∣
∣
∣
∣

∂2f

∂x∂y
(x + θh, y + θk)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
0 <= θ <= 1

}

，



M3 = max

{ ∣
∣
∣
∣

∂2f

∂y2
(x + θh, y + θk)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
0 <= θ <= 1

}

，M = max {M1, M2, M3 } とおくと

∣
∣
∣
∣
h2 ∂2f

∂x2
(x + θh, y + θk) + 2hk

∂2f

∂x∂y
(x + θh, y + θk) + k2 ∂2f

∂y2
(x + θh, y + θk)

∣
∣
∣
∣

<= M1h
2 + 2M2|h| |k| + M3k

2 <= Mh2 + 2M |h| |k|+ Mk2

= M
(
h2 + 2|h| |k|+ k2

)
= M (|h| + |k|)2

が成立する。よって

|ε(h, k)| <=
1

2

M (|h| + |k|)2√
h2 + k2

が成立する。h = r cos θ, k = r sin θとおくと，(h, k) → (0, 0)となるとき r → 0となる。

(|h| + |k|)2√
h2 + k2

=
(r| cos θ| + r| sin θ|)2
√

r2 cos2 θ + r2 sin2 θ
=

r2 (| cos θ| + | sin θ|)2
r

= r (| cos θ| + | sin θ|)2

より lim
(h,k)→(0,0)

|ε(h, k)| = 0が得られる。これより lim
(h,k)→(0,0)

ε(h, k) = 0が成立する。

(2) ε(h, k) =

f(x + h, y + k) −
(

f(x, y) + Df(x, y) +
1

2!
D2f(x, y)

)

(√
h2 + k2

)2 とおくと，テーラーの定

理より

ε(h, k)
(√

h2 + k2
)2

= R3 =
1

3!
D3(x + θh, y + θk)

=
1

3!

3∑

j=0

h3−jkj
3Cj

∂3f

∂x3−jyj
(x + θh, y + θk)

となる。Mj = max

{ ∣
∣
∣
∣

∂3f

∂x3−jyj
(x + θh, y + θk)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
0 <= θ <= 1

}

(j = 0, 1, 2, 3)，M = max {M0, M1, M2, M3 }

とおくと

|ε(h, k)|
(√

h2 + k2
)2

<=
1

3!
D3(x + θh, y + θk)

=
1

3!

3∑

j=0

∣
∣
∣
∣
h3−jkj

3Cj

∂3f

∂x3−jyj
(x + θh, y + θk)

∣
∣
∣
∣

=
1

3!

3∑

j=0

∣
∣h3−j

∣
∣
∣
∣kj

∣
∣
3Cj

∣
∣
∣
∣

∂3f

∂x3−jyj
(x + θh, y + θk)

∣
∣
∣
∣

<=
M

3!

3∑

j=0

3Cj

∣
∣h3−j

∣
∣
∣
∣kj

∣
∣ =

M

3!
(|h| + |k|)3

が成立する。よって

|ε(h, k)| <=
M

3!

(|h| + |k|)3
h2 + k2



が成立し， lim
(h,k)→(0,0)

|ε(h, k)| = 0が得られる。これより lim
(h,k)→(0,0)

ε(h, k) = 0が成立する。

(3) ε(h, k) =

f(x + h, y + k) −





n∑

j=0

1

j!
Djf(x, y))





(√
h2 + k2

)n とおくと，テーラーの定理より

ε(h, k)
(√

h2 + k2
)n

= Rn+1 =
1

(n + 1)!
Dn+1(x + θh, y + θk)

=
1

(n + 1)!

n+1∑

j=0

hn+1−jkj
n+1Cj

∂n+1f

∂xn+1−jyj
(x + θh, y + θk)

となる。Mj = max

{ ∣
∣
∣
∣

∂n+1f

∂xn+1−jyj
(x + θh, y + θk)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
0 <= θ <= 1

}

(j = 0, 1, . . . , n + 1)，

M = max {Mj | j = 0, 1, . . . , n + 1 }とおくと

|ε(h, k)|
(√

h2 + k2
)n

<=
1

(n + 1)!
Dn+1(x + θh, y + θk)

=
1

(n + 1)!

n+1∑

j=0

∣
∣
∣
∣
hn+1−jkj

n+1Cj

∂n+1f

∂xn+1−jyj
(x + θh, y + θk)

∣
∣
∣
∣

=
1

(n + 1)!

n+1∑

j=0

∣
∣hn+1−j

∣
∣
∣
∣kj

∣
∣

n+1Cj

∣
∣
∣
∣

∂n+1f

∂xn+1−jyj
(x + θh, y + θk)

∣
∣
∣
∣

<=
M

(n + 1)!

n+1∑

j=0

n+1Cj

∣
∣hn+1−j

∣
∣
∣
∣kj

∣
∣ =

M

(n + 1)!
(|h| + |k|)n+1

が成立する。よって

|ε(h, k)| <=
M

(n + 1)!

(|h| + |k|)n+1

(√
h2 + k2

)n

が成立し， lim
(h,k)→(0,0)

|ε(h, k)| = 0が得られる。これより lim
(h,k)→(0,0)

ε(h, k) = 0が成立する。


