
　解析学 I問題解説 #3　 河野

演習問題 ∗1.7 定理 1.9，1.10，1.11 を証明せよ。

最初に最大値定理 (定理 1.9)を証明する。そのために「閉区間で定義された連続関数は上に有界

である。」を証明する。区間 I で定義された関数 f が有界であるとは「∃M ∈ R ∀x ∈ I f(x) <= M」

を満たすことである。関数 f は閉区間 I = [ a, b ] で連続とする。結論を否定し，f は I で有界で

はないとする。このとき

∀M ∈ R ∃x ∈ I f(x) > M

が成立する。特にM として自然数 n をとると，nに対しある実数 xn ∈ I が存在して f(xn) > n

が成立する。

次に「数列 {xn } の部分列
{
xα(n)

}
で収束するものが存在する」ことを示す。ここで α は自然

数 N から自然数 N への写像で単調増加であるものである。例えば α(n) = 2n の場合
{
xα(n)

}
は

偶数番目のみから作られる部分列となる。

α(1) = 1 と定義する。a1 = a, b1 = bとする。c1 =
a1 + b1

2
と置く。I1 = [ a1, c1 ] と J1 =

[ c1, b1 ]のどちらかは xn (n >= 1) を無限個含んでいる。I1 が無限個含んでいるときは a2 = a1, b2 =

c1 と置く。J1 が無限個含んでいるときは a2 = c1, b2 = b1 と置く。[ a2, b2 ]に含まれる xn で

n > α(1) となるものを 1 つ選びその番号を α(2) とする。

c2 =
a2 + b2

2
と置く。I2 = [ a2, c2 ]と J2 = [ c2, b2 ] のどちらかは xn (n >= α(2))を無限個含

んでいる。I2 が無限個含んでいるときは a3 = a2, b3 = c2 と置く。J2 が無限個含んでいるときは

a3 = c2, b3 = b2 と置く。[ a3, b3 ] に含まれる xn で n > α(2) となるものを 1 つ選びその番号を

α(3)とする。

k 番めまで ak, bk, α(k)が選ばれているとする。ck =
ak + bk

2
と置く。Ik = [ ak, ck ]と Jk =

[ ck, bk ] のどちらかは xn (n >= α(k)) を無限個含んでいる。Ik が無限個含んでいるときは ak+1 =

ak, bk+1 = ck と置く。Jk が無限個含んでいるときは ak+1 = ck, bk+1 = bk と置く。[ ak+1, bk+1 ]

に含まれる xn で n > α(k)となるものを 1 つ選びその番号を α(k + 1) とする。

このことを繰り返すと数列 { an } , { bn } 及び部分列
{
xα(n)

}
が定まる。作り方から an は上に

有界な単調増加数列であり，bn は下に有界な単調減少数列であり，任意の自然数 nに対し

an <= xα(n) <= bn

が成立する。定理 1.3(上に有界な単調増加数列は収束する)および演習問題 1.4 より an および bn

は収束する。bn−an = (b−a)
1

2n−1
より an と bn は同じ値 A に収束する。はさみうちの定理 (定

理 1.2 (3)) より xα(n) の同じ値 A に収束する。即ち

lim
n→∞

xα(n) = A

a <= an <= xα(n) <= bn <= bより a <= A <= b，即ち A ∈ I である。f は連続なので

lim
n→∞

f(xα(n)) = f
(
lim

n→∞
xα(n)

)
= f(A)

となるが，一方

f(xα(n)) > α(n) >= n



なので lim
n→∞

f(xα(n)) = ∞ となる。これは矛盾，よって f は有界である。

定理 1.9 の証明に入ろう。定理が成立しないとする。即ち関数 f に最大値が存在しないと仮定

する。X = {f(x) | x ∈ I }は上に有界であるので X の最小上界 (上限) supX が存在する。これ

をM とする。f(x) = M となる x ∈ I が存在すればそれは最大値である。よって f(x) = M とな

る x は I に存在しない。

もし「∃n ∈ N ∀x ∈ I f(x) <= M − 1

n
」が成立するとM − 1

n
が上界になり，M が最小上界と

いうことに反する。よってこの否定，即ち

∀n ∈ N ∃x ∈ I f(x) > M − 1

n

が成立する。この性質をもつ x を xn とすると，f(xn) > M − 1

n
，即ち

1

M − f(xn)
> n

が成立する。

g(x) =
1

M − f(x)
とおくと，分母が 0 にならないので g(x) は連続関数である。すでに示した

ことから g(x) は有界である。しかし任意の自然数 n に対し

g(xn) =
1

M − f(xn)
> n

となる xn が存在するので有界ではない。これは矛盾なので最大値が存在する。

次に定理 1.10を証明する。I = [ a, b ]，X = {x ∈ I | f(x) <= α} と定義する。X は上に有界な

ので最小上界 supX が存在する。これを c とする。

(1) f(c) <= α が成立する。背理法で示す。結論が成立しないとすると，f(c) > α である。ε = f(c)−α

とすると ε > 0よりある δ > 0 が存在して

|x− c| < δ =⇒ |f(x)− f(c)| < ε

が成立する。このとき −ε < f(x)− f(c)なので，−(f(c)− α) < f(x)− f(c) より α < f(x)が成

立する。supX より小さい実数は X の上界ではないので c− δ は X の上界ではない。即ち

∃t ∈ X c− δ < t <= c

が成立する。t ∈ X より f(t) <= α である。一方 |t − c| < δ なので α < f(t)が成立する。これは

矛盾，よって (1) が成立する。

(2) f(c) >= α が成立する。背理法で示す。結論が成立しないとすると，f(c) < α である。ε = α−f(c)

とおくと ε > 0よりある δ > 0 が存在して

|x− c| < δ =⇒ |f(x)− f(c)| < ε

が成立する。このとき f(x) − f(c) < ε なので，f(x) − f(c) < α − f(c) より f(x) < α が成立す

る。t = c+
δ

2
とするとき，|t− c| < δ なので f(t) < α が成立する。よって t ∈ X となる。これ

は c が X の上界ということに反する。よって (2) が成立する。以上により f(c) = α が示される。



最後に定理 1.11 を証明する。開区間，半開区間でも同様に示すことができるので，閉区間につ

いて示す。また単調減少関数に関しても同様に示すことができるので，単調増加関数に関して証明

する。f を閉区間 I = [ a, b ]で定義された単調増加で連続な関数とする。J = [ f(a), f(b) ] とす

るとき，f : I −→J が全単射であることを示せばよい。単調増加関数が単射であることはすでに示

しているので，全射であることを示す。α を J の任意の元とする。α = f(a)のときは a ∈ I に対

し f(a) = α となるし，α = f(b)のときは b ∈ I に対し f(b) = α となるので成立している。よっ

て α ̸= f(a)かつ α ̸= f(b)とすると f(a) < α < f(b)である。中間値の定理より c ∈ I が存在し

て f(c) = α となる。よって f は全射である。

よって逆関数 f−1 : J −→ I が存在する。f−1 も単調増加であることを示す。f−1 が単調増加で

ないとすると，ある y1, y2 ∈ J が存在して

y1 < y2 ∧ f−1(y1) ̸< f−1(y2)

f−1(y1) = x1 とおくと f(x1) = y1 となる。f−1(y2) = x2 とおくと f(x2) = y2 となる。f−1(y1) ̸<
f−1(y2)のとき x1 = x2 または x1 > x2 が成立している。x1 = x2 のときは y1 = f(x1) = f(x2) =

y2 となるので y1 < y2 に矛盾する。x1 > x2 のときは f の単調性より y1 = f(x1) > f(x2) = y2

となり y1 < y2 に矛盾する。よって f−1 は単調増加である。

f−1 が連続であることを示す。α ∈ J とする。α ̸= f(a)かつ α ̸= f(b)の場合を考える。

f−1(α) = c とおくと f(c) = α である。εを任意の正の実数とする。x1 = max { c− ε, a }，x2 =

min { c+ ε, b } とおくと，x1 < c < x2 が成立している。このとき f(x1) < f(c) < f(x2)が成立す

る。y1 = f(x1)，y2 = f(x2)とおくと y1 < α < y2 が成立する。δ = min { y2 − α, α− y1 } とお
く。|y − α| < δ となる任意の y ∈ J に対し

y1 − α = −(α− y1) <= −δ < y − α < δ <= y2 − α

が成立するので y1 < y < y2 が成立する。よって

x1 = f−1(y1) < f−1(y) < f−1(y2) = x2

が成立する。

−ε <= x1 − c < f−1(y)− f−1(α) < x2 − c <= ε

より |f−1(y)− f−1(α)| < εとなるので α において連続である。

α = f(a)のとき εを任意の正の実数とする。x2 = min { a+ ε, b } と置くと a < x2 が成立して

いる。このとき f(a) < f(x2)が成立する。y2 = f(x2)と置くと α < y2 が成立する。δ = y2 − α

とおくと 0 <= y − α < δ となる任意の y ∈ J に対し

f−1(α) <= f−1(y) < f−1(δ + α) = x2

が成立する。よって

0 <= f−1(y)− f−1(α) < x2 − a <= ε

が成立する。よって f−1 は f(a)で連続である。

α = f(b)のとき εを任意の正の実数とする。x1 = max { b− ε, a } と置くと x1 < bが成立して

いる。このとき f(x1) < f(b)が成立する。y1 = f(x1)と置くと y1 < α が成立する。δ = α − y1

とおくと −δ <= y − α <= 0となる任意の y ∈ J に対し

x1 = f−1(α− δ) <= f−1(y) <= f−1(α)



が成立する。よって

−ε <= x1 − b <= f−1(y)− f−1(α) <= 0

が成立する。よって f−1 は f(b)で連続である。

演習問題 1.8 微分可能な関数は連続であることを示せ。また連続であるが微分可能でない関数

の例をあげよ。

f(x)が x = aで微分可能のとき ε(h) =
f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a) と置くと lim

h→0
ε(h) = 0 とな

る。よって

lim
h→0

f(a+ h) = lim
h→0

(f(a) + f ′(a)h+ ε(h)h) = f(a)

となるので f は x = a で連続である。y = f(x) = |x| (絶対値)とする。lim
x→0

f(x) = 0 = f(0) なの

で f は x = 0 で連続である。

しかし

f ′
+(0) = lim

h→+0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→+0

|h| − 0

h
= lim

h→+0

h

h
= 1

であり，

f ′
−(0) = lim

h→−0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→−0

|h| − 0

h
= lim

h→−0

−h

h
= −1

なので x = 0 で微分可能ではない。

演習問題 1.9 近似の一番よい 3次式を求めよ。ここで近似の一番よい 3次式 g(h) = A+Bh+

Ch2 +Dh3 とは d(h) = f(a + h) − g(h)に対し ε(h) =
d(h)

h3
とおくとき lim

h→0
ε(h) = 0 が成立す

るものをいう。関数は何回でも微分できることを仮定する。

3 次式 g(h) = A+Bh+ Ch2 +Dh3 に対し

d(h) = f(a+ h)− g(h)

ε(h) =
d(h)

h3

とおくとき lim
h→0

ε(h) = 0 が成立している。d(h) = ε(h)h3 なので lim
h→0

d(h) = 0となる。よって

0 = lim
h→0

d(h)

= lim
h→0

(
f(a+ h)− (A+Bh+ Ch2 +Dh3)

)
= lim

h→0
f(a+ h)− lim

h→0
(A+Bh+ Ch2 +Dh3) = f(a)−A

となるので A = f(a)である。



lim
h→0

d(h)

h
= lim

h→0
ε(h)h2 = 0 なので

0 = lim
h→0

d(h)

h

= lim
h→0

f(a+ h)−
(
f(a) +Bh+ Ch2 +Dh3

)
h

= lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
− lim

h→0

(
B + Ch+Dh2

)
= f ′(a)−B

となるので B = f ′(a)である。

lim
h→0

d(h)

h2
= lim

h→0
ε(h)h = 0 なので

0 = lim
h→0

d(h)

h2

= lim
h→0

f(a+ h)−
(
f(a) + f ′(a)h+ Ch2 +Dh3

)
h2

= lim
h→0

f ′(a+ h)− f ′(a)− 2Ch− 3Dh2

2h

= lim
h→0

f ′′(a+ h)− 2C − 6Dh

2

=
f ′′(a)− 2C

2

となるので C =
f ′′(a)

2
である。ただし変形の途中でロピタルの定理を用いた。

lim
h→0

d(h)

h3
= lim

h→0
ε(h) = 0なので

0 = lim
h→0

d(h)

h3

= lim
h→0

f(a+ h)−
(
f(a) + f ′(a)h+

f ′′(a)

2
h2 +Dh3

)
h3

= lim
h→0

f ′(a+ h)− f ′(a)− f ′′(a)h− 3Dh2

3h2

= lim
h→0

f ′′(a+ h)− f ′′(a)− 6Dh

6h

= lim
h→0

f ′′′(a+ h)− 6D

6

=
f ′′′(a)− 6D

6

となるので D =
f ′′′(a)

6
である。ただし変形の途中でロピタルの定理を用いた。

以上により最も近似のよい 3 次式は

f(x) = f(a+ h) ≒ f(a) + f ′(a)h+
f ′′(a)

2
h2 +

f ′′′(a)

6
h3



である。

演習問題 1.10 次の関数 y = f(x)を x = a で一番良く近似する 1次式，2 次式，3 次式を求

めよ。

(1) f(x) = cos
(
x+

π

4

)
(a=0) (2) f(x) = ex (a = 1)

(3) f(x) = (x+ 1)5 (a = 0)

ここでは演習問題 1.9 の成立を仮定した解答とする。最後に演習問題 1.9 の結果を使わない解答

を (2)についてのみ述べる。 x = aで f(x)を一番良く近似する 1 次式，2 次式，3 次式をそれぞ

れ g1(h), g2(h), g3(h)とする。

(1) f ′(x) = − sin
(
x+

π

4

)
，f ′′(x) = − cos

(
x+

π

4

)
，f (3)(x) = sin

(
x+

π

4

)
，f (4)(x) =

cos
(
x+

π

4

)
なので f(0) =

1√
2
，f ′(0) = − 1√

2
，f ′′(0) = − 1√

2
，f (3)(0) =

1√
2
，f (4)(0) =

1√
2
である。演習問題 1.9より x = 0 で f(x)を一番良く近似する 1 次式，2 次式，3次式はそれ

ぞれ

g1(h) =
1√
2

− 1√
2
h

g2(h) =
1√
2

− 1√
2
h− 1

2
√
2
h2

g3(h) =
1√
2

− 1√
2
h− 1

2
√
2
h2 +

1

6
√
2
h3

である。

(2) f ′(x) = ex より任意の自然数 nに対し f (n)(x) = ex である。f(1) = f ′(1) = f (2)(1) =

f (3)(1) = f (4)(1) = eなので

g1(h) = e+ eh

g2(h) = e+ eh+
e

2
h2

g3(h) = e+ eh+
e

2
h2 +

e

6
h3

である。

(3) f ′(x) = 5(x+ 1)4，f ′′(x) = 20(x+ 1)3，f (3)(x) = 60(x+ 1)2，f (4)(x) = 120(x+ 1)1 より

f(0) = 1，f ′(0) = 5，f ′′(0) = 20，f (3)(0) = 60，f (4)(0) = 120 となる。よって

g1(h) = 1 + 5h

g2(h) = 1 + 5h+ 10h2

g3(h) = 1 + 5h+ 10h2 + 10h3

である。

(3) に関連して f(x)が多項式の場合の近似式について述べておく。f(x)が多項式の場合 x = a

で近似することは f(x)を (x−a)について展開しなおすことになる。例えば f(x) = x3+x2+x+1



を x = 1 で近似することを考える。x− 1 で展開するので f(x)を x− 1で割ると

f(x) = (x− 1)(x2 + 2x+ 3) + 4

となる。x2 + 2x+ 3 を x− 1 で割ると

x2 + 2x+ 3 = (x− 1)(x+ 3) + 6

となる。x+ 3 を x− 1 で割ると

x+ 3 = (x− 1) + 4

となる。この結果を代入していくと

f(x) = 4 + (x− 1)(x2 + 2x+ 3)

= 4 + (x− 1) ((x+ 3)(x− 1) + 6)

= 4 + 6(x− 1) + (x− 1)2(x+ 3)

= 4 + 6(x− 1) + (x− 1)2(x− 1 + 4)

= 4 + 6(x− 1) + 4(x− 1)2 + (x− 1)3

を得る。一般に多項式の x− aにおける近似はこの方法でも得られる。

演習問題 1.9の結果を使用しない解答を (2)の 3 次式の場合のみ述べる。やり方を見れば分かる

ように，演習問題 1.9の結果を使用しない場合，演習問題 1.9 で議論したことをもう一度議論し直

すことになる。

求める 3次式を g(h) = A+Bh+ Ch2 +Dh3 とする。

d(h) = f(1 + h)− g(h) = e1+h − g(h)

ε(h) =
d(h)

h3

と置くと lim
h→0

ε(h) = 0が成立している。 lim
h→0

d(h) = lim
h→0

ε(h)h3 = 0 なので d(0) = e1−0 − g(0) =

e−A より A = e を得る。

lim
h→0

d(h)

h
= lim

h→0
ε(h)h2 = 0 なので

lim
h→0

d(h)

h
= lim

h→0

e1+h − (e+Bh+ Ch2 +Dh3)

h

= lim
h→0

e1+h − e

h
− lim

h→0
(B + Ch+Dh2)

= f ′(0)−B = e−B

より B = e を得る。

lim
h→0

d(h)

h2
= lim

h→0
ε(h)h = 0 なので

lim
h→0

d(h)

h2
= lim

h→0

e1+h − (e+ eh+ Ch2 +Dh3)

h2

= lim
h→0

(
e1+h

)′ − (e+ 2Ch+ 3Dh2)

2h



= lim
h→0

(
e1+h

)′′ − (2C + 6Dh)

2

=
e− 2C

2

より C =
e

2
を得る。

lim
h→0

ε(h) = 0 なので

lim
h→0

ε(h) = lim
h→0

e1+h − (e+ eh+
e

2
h2 +Dh3)

h3

= lim
h→0

(
e1+h

)′ − (e+ eh+ 3Dh2)

3h2

= lim
h→0

(
e1+h

)′′ − (e+ 6Dh)

6h

= lim
h→0

(
e1+h

)′′′ − 6D

6

=
e− 6D

6

より D =
e

6
を得る。以上により

g(h) = e+ eh+
e

2
h2 +

e

6
h3

を得る。


