
　解析学 I演習に対する追加説明#7　

• もう一度合成関数の微分法を追加説明します。

• 多変数関数の合成関数の微分法は 1変数とは異なります。di-

agram を書いたとき，下図左のような場合は 1 変数の合成関
数の導関数とほぼ同じですが，下図右の場合は異なります。
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• 上図左の場合，即ち z = f(u), u = u(x, y)の場合は xから z

に行く道は 1つですので，その道に沿って各部分に対応して
いる導関数の積をつくればよいので，

∂z

∂x
=

dz

du

∂u

∂x

となります。

• z = xy sin(x2 + y2)の x に関する偏導関数を求める。積の微
分法から

zx = (xy)x sin(x
2 + y2) + xy

(
sin(x2 + y2)

)
x

となる。(xy)x は y を定数として xに関する 1変数関数とみ
なして，x で微分することなので，(xy)x = y となる。(sin(x2 + y2))x
は u = x2 + y2, w = sin uと見て前項を適用する。

wx =
∂w

∂u

du

dx
= cosu · 2x = 2x cos(x2 + y2)

なので，結局

zx = y sin
(
x2 + y2

)
+ 2x2y cos

(
x2 + y2

)
となる。



• 前図右の場合，即ち z = z(x, y), x = x(s, t), y = y(s, t)の場
合は s から z へ行く道は 2 つあります。それぞれの道に沿っ
て各部分に対応している導関数の積を作り，すべての道に関
して足し合わせたものが合成関数の導関数になります。即ち
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です。

• z = sinx cos y, x = s2 − t2, y = 2stのとき zs を求める。

zx = cos x cos y, zy = − sin x sin y，xs = 2s, xt = −2t，
ys = 2t, yt = 2sなので

zs = zxxs + zyys = cosx cos y · 2s− sin x sin y · 2t
= 2s cosx cos y − 2t sin x sin y

zt = zxxt + zyyt = cos x cos y · (−2t)− sinx sin y · 2s
− 2t cos x cos y − 2s sinx sin y

となる。これを更に sで微分すると

zss =(zs)s = (2s cos x cos y − 2t sin x sin y)s

=(2s cosx cos y)s − (2t sin x sin y)s

=(2s)s cos x cos y + 2s (cosx cos y)s − 2t (sinx sin y)s

=2 cosx cos y + 2s (cosx)s cos y + 2s cosx (cos y)s

− 2t (sinx)s sin y − 2t sin x (sin y)s

=2 cosx cos y − 2s sin x · 2s cos y − 2s cosx sin y · (2t)

− 2t cosx · 2s sin y − 2t sin x cos y · (2t)

=2 cosx cos y − 4(s2 + t2) sin x cos y − 8st cosx sin y

を得る。

• 関数が z = z(x, y), s = s(x, y), t = t(x, y)と表されていると

き
∂z

∂s
を求めるときはもうワンステップ必要になります。適

用したい式は
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ですが，このままでは
∂s

∂x
,
∂s

∂y
は求まっても，

∂x

∂s
,
∂y

∂s
は求

まらないからです。そこで行列型の式を用いて，
∂s

∂x
,
∂s

∂y
か

ら
∂x

∂s
,
∂y

∂s
を求めます。

• 2 変数関数の組 x = x(s, t), y = y(s, t)に対し

D(x, y)

D(s, t)
=

 ∂x
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∂t
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
をこの関数（の組）のヤコビ行列といい，この行列の行列式を

∂(x, y)

∂(s, t)
= det

(
D(x, y)

D(s, t)

)
で表わし，ヤコビアン (ヤコビ行列式)という。

• 2 つの関数の組 x = x(u, v), y = y(u, v)と u = u(s, t), v =

v(s, t)に対し

D(x, y)

D(s, t)
=

D(x, y)

D(u, v)

D(u, v)

D(s, t)

が成立する。

• 特に逆関数に関しては

D(u, v)

D(x, y)
=

(
D(x, y)

D(u, v)

)−1

となる。

• 演習問題 2.15 (1) を例に考える。

z = x+ y2, s = x+ y, t = xy

に対し
∂z

∂s
を求めよという問題である。

• ∂z

∂x
= 1,

∂z

∂y
= 2y である。
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を適用するために
∂x

∂s
,
∂y

∂s
を求める。



• ∂s

∂x
= 1,

∂s

∂y
= 1,

∂t

∂x
= y,

∂t

∂y
= x なので
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)
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となる。

•

(
a b

c d

)
の逆行列は

1
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)
なので
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)
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よって
∂x

∂s
=

x

x− y
,
∂y

∂s
=

−y

x− y
となる。よって

∂z

∂s
=

x− 2y2

x− y

となる。


