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3.6 演算子法

微分するという操作を演算子と考え微分方程式を解く方法を紹介
しよう。この節では特に断らなければ独立変数は xとする。
関数 y に対しその導関数 y′ を対応させる写像を D と書く。独立
変数を明示的に表したいときは Dx と書く。D(y) = y′ だから例え
ば命題 3.5 の微分方程式は D(y) = ky と書ける。
定数 λ を定数倍するという演算子と見る。即ち λ を，y に対し

λy を対応させる (関数を λ 倍するという)演算子と考える。同様に
関数 p(x)を関数倍する (y に対し p(x)y を対応させる)演算子と見
る事ができる。
演算子 E,F に対し演算子としての和 E + F を

(E + F )(y) = E(y) + F (y)

で定義する。積 FE を

(FE)(y) = F (E(y))

で定義する。一般には FE ̸= EF である。例えば E = D,F =

p(x)(関数倍) とすると FE(y) = p(x)y′ だが，EF (y) = E(p(x)y) =

p′(x)y + p(x)y′，即ち EF − FE = p′(x)となり，p′(x) ̸= 0 のとき
は EF ̸= FE である。EF ̸= FE 除くと加法の交換法則，分配法
則等は実数の和・積と同じ様に計算できる。
命題 3.5の微分方程式は D(y) = λy であったが，D(y)− λy = 0

と変形し，D − λ を演算子と考えると (D − λ)y = 0 という式が得
られる。

命題 3.7 D−λ = eλxDe−λxが成立する。一般的に P (x) =

∫
p(x)dx

とすると D − p(x) = eP (x)De−P (x) が成立する。

証明 式が意味している事は任意の(1)関数 y に対し

(D − λ)y = (eλxDe−λx)y

が成立する事である。
(1)勿論微分可能な関数でなければ，D は作用できない。厳密には考えている範
囲をきちんと定義する必要があるがここではきちんとさせないでおく。それがい
やな人は，さしあたり C∞ 関数全体を考えておけばよいだろう。
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(De−λx)y = D(e−λxy) であり，積の微分法より

D(e−λxy) = D(e−λx)y + e−λxD(y) = −λe−λxy + e−λxD(y)

= e−λx {D(y)− λy} = e−λx(D − λ)y

となる。両辺に eλx を掛けると

(D − λ)y = eλx
{
D(e−λxy)

}
= eλx

{
(De−λx)y

}
=
(
eλxDe−λx

)
y

となり証明が終わる。後半の証明は D(e−P (x)) = −p(x)e−P (x) であ
る事に注意すれば

D(e−P (x)y) = D(e−P (x))y + e−P (x)D(y) = −p(x)e−P (x)y + e−P (x)D(y)

= e−P (x) {D(y)− p(x)y} = e−P (x) (D − p(x)) y

となるので， (
eP (x)De−P (x)

)
y = (D − p(x)) y

を得る。よって
(
eP (x)De−P (x)

)
= (D − p(x)) となる。

演算子法を用いて命題 3.5 の別証明を与えよう。Du = 0 なら
u = C(定数) である事を注意しておく。(一般に Du = f(x)なら

積分する事により u =

∫
f(x)dx が得られる。)与えられた微分

方程式は演算子を用いて (D − λ)y = 0と書ける。命題 3.7 より
eλxDe−λxy = 0 となる。u = e−λxy とおくと eλxDu = 0 となり，
両辺に e−λx を掛けると Du = 0 を得る。よって u = C となる。
C = u = e−λxy より y = Ceλx を得る。
λ が定数でない場合でも演算子法を用いることにより次が得られ
る。

命題 3.8 微分方程式 (D − p(x)) y = 0 の一般解は P (x) =

∫
p(x)dx

とするとき

y = CeP (x) = C exp (P (x)) = C exp

(∫
p(x)dx

)
である。

証明 命題 3.7 より D− p(x) = eP (x)De−P (x) なので微分方程式は(
eP (x)De−P (x)

)
y = 0と変形できる。u = e−P (x)y とおくと，eP (x)Du =

0より Du = 0 を得る。よって u = C(定数)とできるので，y =

ueP (x) = CeP (x) が分かる。
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一般に演算子 L を

L = an(x)D
n + an−1(x)D

n−1 + · · ·+ a1(x)D + a0(x)

とするとき (ただし an(x) ̸≡ 0とする)，

Ly = f(x)

の形をしている微分方程式を n 階の線型微分方程式 (linear differ-

ential equation)と呼ぶ。特に係数である an(x)がすべて定数である
とき，定数係数の線型微分方程式という。定数係数の線型微分方程
式は重要なタイプの微分方程式であり，しかも他のタイプに比べ解
くのが容易である。この章では線型の微分方程式について議論する。
また f(x) = 0のとき，この微分方程式を同次型といい，f(x) ̸= 0

のとき非同次型という。
同次型の線型微分方程式の性質として重要なものに次がある。

命題 3.9 y が同次型の線型微分方程式の解のとき aを定数とする
と ay も微分方程式の解である。また y1, y2 が同次型の線型微分方
程式の解のとき y1 + y2 も微分方程式の解である。

演習問題 3.10 命題 3.9を証明せよ。

2 階の定数係数線型微分方程式を考える。最初に同次型を考える。
例として L = D2 − λ2 (ただし λ ̸= 0 とする)とするとき L(y) = 0

すなわち
d2y

dx2
= λ2y

を解いてみよう。
定数倍という演算子は D と交換可能，即ち Dλ = λD が成立す
る事を注意しておこう。

D2 − λ2 = (D − λ)(D + λ)

が成立するので

L(y) = (D2 − λ2)y = (D − λ)(D + λ)y = 0

となる。u = (D + λ)y とおくと，(D − λ)u = 0 である。命題 3.7

より D − λ = eλxDe−λx なので eλxDe−λxu = 0 が成立している。
v = e−λxu とおくと，eλxDv = 0 より，両辺に e−λx をかけると
Dv = 0 となる。よって積分すると v = C1 となる (C1 は積分定
数)。このとき u = eλxv = C1e

λx となる。よって微分方程式は

(D + λ)y = C1e
λx
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となる。命題 3.7 より (D + λ) = e−λxDeλx となるので

e−λxDeλxy = C1e
λx

を得る。z = eλxy とおくき，両辺に eλx をかけると Dz = C1e
2λx

となる。両辺を積分する事により z =
C1

2λ
e2λx + C2 となる。

C1

2λ
をあらためて C1 とおくと z = C1e

2λx + C2，よって一般解 y =

C1e
λx + C2e

−λx を得る。

この例は一般化できる。演算子 L = D2 + aD + b に対し，微分
方程式

Ly = 0

を考える。2 次方程式 t2 + at + b = 0 が異なる 2つの解をもつと
する。この例と同じ方法で一般解を求めることができる (演習問題
3.13)。

次の例として L = D2 − 2D + 1とするとき

Ly = 0

を考える。前の例と同じように計算すれば解が得られるが，結果の
形は異なる。L = (D− 1)2 と書けるので，u = (D− 1)y とおくと，
微分方程式は (D − 1)u = 0 となる。D − 1 = exDe−x なので

exDe−xu = 0

が成立している。v = e−xu とおくと exDv = 0 となり，Dv = 0

を得る。よって v = C1 としてよい。このとき u = C1e
x となる。

u = (D − 1)y なので，(D − 1)y = C1e
x となるが命題 3.7 を用い

ると
exDe−xy = C1e

x

となり，両辺に e−x をかけて

D(e−xy) = C1

となる。両辺を積分すると

e−xy = C1x+ C2

となるので (C2 は積分定数)一般解

y = C1xe
x + C2e

x
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を得る。この例と同じ方法で一般解を求めることができる (演習問
題 3.13)。

同次型の最後の例として微分方程式(
D2 +D + 1

)
y = 0

を考える。λ1 =
−1 + i

√
3

2
，λ2 =

−1− i
√
3

2
とおくと D2 +D +

1 = (D−λ1)(D−λ2) と因数分解できるので，最初の例と同様に計
算すれば，一般解は

y = C1 exp

(
−1 + i

√
3

2
x

)
+ C2 exp

(
−1− i

√
3

2
x

)

となる。exp

(
−1 + i

√
3

2
x

)
は複素数値関数なので，解関数 y も複

素値関数である。複素数値関数の範囲で解関数を調べている場合は
これで十分である。しかし実数値関数の解関数を必要とする場合は，
オイラーの公式を用いて少し変形する必要がある。
オイラーの公式は

eix = cosx+ i sin x

であった。これを用いると

exp

(
−1 + i

√
3

2
x

)
= exp

(
− 1

2
x

)
exp

(
i

√
3

2
x

)

= exp

(
− 1

2
x

){
cos

√
3

2
x+ i sin

√
3

2
x

}

と変形できる。同様に

exp

(
−1− i

√
3

2
x

)
= exp

(
− 1

2
x

){
cos

√
3

2
x− i sin

√
3

2
x

}

となる。よって C1 =
1

2
，C2 =

1

2
は微分方程式の特殊解であり，

y1 = exp

(
− 1

2
x

)
cos

√
3

2
x
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となる。また C1 =
1

2i
，C2 = − 1

2i
は微分方程式の特殊解であり，

y2 = exp

(
− 1

2
x

)
sin

√
3

2
x

となる。2 つの解が得られたので，C1, C2 を実数とするとき

C1y1+C2y2 = C1 exp

(
− 1

2
x

)
cos

√
3

2
x+C2 exp

(
− 1

2
x

)
sin

√
3

2
x

は微分方程式の実数値関数の解になっている。定理 3.6 を用いると
実数値関数と考えたときの一般解であることが分かる。このことは
一般化することができる。興味のある学生に対する対する演習問題
とする (演習問題 3.14)。

関数が複素関数の形で与えられていても，初期条件が実数で与え
られると，自然に実数値関数になる。前述の例で考える。微分方程
式として

(D2 +D + 1)y = 0

とし，初期値 y(0) = 0, y′(0) = 1 を満たす特殊解を求めよう。
一般解は

y(x) = C1 exp

(
−1 + i

√
3

2
x

)
+ C2 exp

(
−1− i

√
3

2
x

)

なので x = 0を代入すると C1 + C2 = y(0) = 0 が得られる。

y′(x) =
−1 + i

√
3

2
C1 exp

(
−1 + i

√
3

2
x

)
+

−1− i
√
3

2
C2 exp

(
−1− i

√
3

2
x

)

なので x = 0を代入すると

−1 + i
√
3

2
C1 +

−1− i
√
3

2
C2 = 1

が得られる。これを計算すると C1 = − i√
3
, C2 =

i√
3
となる。

解は

y(x) = − i√
3
exp

(
−1 + i

√
3

2
x

)
+

i√
3
exp

(
−1− i

√
3

2
x

)

=
2√
3
exp

(
− 1

2
x

)
sin

√
3

2
x
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演習問題 3.11 次の微分方程式を演算子法を用いて解け。ただし
解関数は複素数値関数でもよいとする。

(1) y′ + y sinx = 0 (2) y′ + (x+ 1)y = 0

(3) y′ + e2xy = 0 (4) y′′ − 5y′ + 6y = 0

(5) y′′ − y′ − 6y = 0 (6) y′′ + y = 0

(7) y′′ + 4y = 0 (8) y′′ − 2y′ + y = 0

(9) y′′ + 4y′ + 4y = 0

演習問題 3.12 次の微分方程式を実数値関数の範囲で解け。

(1) y′′ + y = 0 (2) y′′ + ω2y = 0 (0 ̸= ω ∈ R)

(3) y′′ − y′ + y = 0 (4) y′′ − 2y′ + 2y = 0

演習問題 3.13 次が成立することを示せ。
2 次式 φ(t) = t2 + at+ b に対し方程式 φ(t) = 0 は解 α, β を持つ
とする。微分方程式 (

D2 + aD + b
)
y = 0

を考える。この微分方程式の一般解は α ̸= β のとき

y = C1e
αx + C2e

βx

であり，α = β のとき

y = C1xe
αx + C2e

αx

である。

演習問題 3.14 次が成立することを示せ。
φ(t) = t2 + at+ b = 0 は実数解を持たないとする。φ(t) = 0 の複
素解を λ1 ± iλ2 とする。微分方程式

(D2 + aD + b)y = 0

の実数値関数としての一般解は

y = C1e
λ1x cosλ2x+ C2e

λ1x sinλ2x

である。ここで C1, C2 は実数である任意定数。
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