
　暗号の数理問題解説 #2 　 河野

演習問題 1.1 A = { a, b, c }とする。Aの 2 項演算は全部で何個存在するか?

有限集合 Aの個数を |A|で表す。次の命題を使用する。「A, B を有限集合とするとするとき，A

から B への写像 f : A → B は全部で |B||A| 個ある。」知らない人のために証明を書いておく。内容

を理解している人は飛ばして演習問題の解説へ。|A| = mとし，A = { a1, a2, . . . , am }，|B| = nと

し，B = { b1, b2, . . . , bn }としておく。写像を決めるためには元の行き先を決めればよい。a1 の行き

先 f(a1)は b1, b2, . . . , bn の n 通りの可能性がある。a2 の行き先 f(a2)は b1, b2, . . . , bn の n 通り

の可能性がある。以下同様に am の行き先 f(am)は b1, b2, . . . , bn の n 通りの可能性がある。よっ

てすべての写像は

n × n × · · · × n
︸ ︷︷ ︸

m 個

存在することが分かる。

|A| = 3なので |A × A| = 3 × 3 = 9である。2項演算は A × Aから A への写像なので全部で

39 個存在する。

演習問題 1.2 A = { a, b }とする。Aの演算で結合律を満たすようなものをすべて列挙せよ。

場合分けをしていけばできるが，なるべく効率よく実行したい。a · a = aを (1a)と書く。以下

a · a = a (1a) a · a = b (1b)

a · b = a (2a) a · b = b (2b)

b · a = a (3a) b · a = b (3b)

b · b = a (4a) b · b = b (4b)

と書く。1から 4に対し a または bが指定されたものを演算表と呼ぶ。演算を 1つ決めるには例え

ば (1a)+ (2b)+ (3b)+ (4a)のように 4つのルールを決めればよい。a = b, b = aとおく。ある演算

(1x1) + (2x2) + (3x3) + (4x4)が結合律を満たしているとする。演算表において aと bをすべて入

れ替えた演算も結合律を満たす。即ち (4x1) + (3x2) + (2x3) + (1x4)も結合律をみたす。また演算

表において x · yを y · xに入れ替えた演算も結合律を満たす。即ち (1x1) + (2x3) + (3x2) + (4x2)

も結合律を満たす。以上のことを踏まえで場合分けを実行する。

(2a) + (3b)が選択されていて結合律が成立しているとする。即ち a · b = a, b · a = bが成立して

いる。a · a = (ab)a = a(ba) = ab = aより (1a)が成立しなければならない。また b · b = (ba)b =

b(ab) = ba = bより (4b)が成立する。このときは (1a) + (2a) + (3b) + (4b)で結合律をみたす。前

に述べたことより (1a) + (2b) + (3a) + (4b)も同様である。

次に (2a) + (3a)を考える。このとき (1a) + (2a) + (3a) + (4a)はすべての計算結果が aになる

ので結合律を満たす。(1a)+ (2a)+ (3a)+ (4b)は a = 0, b = 1の例を考えれば分かるように結合律

を満たす。よって (1b)+ (2b)+ (3b)+ (4b)および (1a)+ (2b)+ (3b)+ (4b)も結合律を満たす。よっ

て残っているのは (1b)+ (2a) + (3a)の場合である。(1b)+ (2a) + (3a) + (4a)の場合は結合律を満



たせば b = aa = (ba)a = b(aa) = bb = aとなるので結合律はみたさない。(1b)+ (2a)+ (3a)+ (4b)

の場合は結合律を満たす (各自チェックを)。よって (1a) + (2b) + (3b) + (4a)も結合律を満たす。

以上が結合律をみたす演算である。

演習問題 1.3 GL(n; R)および GL(n; C)が群になることを示せ。

M(R)および M(C)をそれぞれ成分が実数または複素数である n次行列全体がつくる集合とす

る。n 次行列演算が定義されていることは，n 次行列と n 次行列の積が n 次行列になること，およ

び成分が実数または複素数の行列の積はやはり成分が実数または複素数になることから従う。結合

法則は線型代数で学んだように成立する。証明を一応書いておこう。A = [aij ], B = [bij ], C = [cij ]

を M(R)または M(C)の元とすると

(AB)C = ([aij ][bij ]) [cij] =

[
n∑

s=1

aisbsj

]

[cij ] =

[
n∑

t=1

n∑

s=1

(aisbst)ctj

]

=

[
n∑

s=1

n∑

t=1

ais(bstctj)

]

= [aij ]

[
n∑

t=1

bitctj

]

= A(BC)

単位元は E = [δij ]である。ここで δij はクロネッカーのデルタである。EE = E なので E は正則

行列である。よって E ∈ GL(n; R)および E ∈ GL(n; C)となる。また A, B ∈ GL(n; R)のとき

逆行列 A−1 および B−1が存在する。このとき A−1 ∈ GL(n; R)である。(AB) = B−1A−1 なの

で AB の逆行列も存在する。よって AB ∈ GL(n; R)である。以上により GL(n; R)は群になる。

GL(n; C)についても同様に証明できる。

演習問題 1.4

(1) A = {a, b}とする。A結合律を満たす演算のうち，aを単位元とするものをすべて列挙せよ。

(2) Aの結合律を満たし，a を単位元とする演算の中で群となる演算は何通りか？

(3) G = { e, a, b, c }を 4個の元からなる集合とする。G上の演算で群になるものをすべて列挙

せよ。ただし eは単位元とする。

(4) An = {a1, · · · , an} を n 個の要素から成る集合とする。An には何通りの 2 項演算が定義可

能か？

(5) SL(n; K)が GL(n; K)の部分群であることを示せ。

(6) 命題 1.16を証明せよ。

(1) 演習問題 1.2の解説中の記号を使う。aが単位元になるためには aa = a, ab = b, ba = bが成立

する必要がある。即ち (1a)+(2b)+(3b)が必要である。これを満たすのは (1a)+(2b)+(3b)+(4a)

と (1a) + (2b) + (3b) + (4b)である。

(2) 前問の結果より可能性は 2通りである。(1a) + (2b) + (3b) + (4b)が群演算を定義すると仮定

する。bb = bの両辺に bの逆元 b−1 をかけると b = ba = b(bb−1) = (bb)b−1 = bb−1 = aとなり矛

盾よって (1a) + (2b) + (3b) + (4b)は群にならない。(1a) + (2b) + (3b) + (4a)が群になることの

チェックは各自にまかせる。



(3) 最初に次が成立することに注意する。「xy = x =⇒ y = eおよび xy = y =⇒ x = e」群なの

で逆元を左または右からかけることで示される。

次の 2つの場合に分ける。

(A) x 6= e (単位元)となる xで x2 6= eを満たす元が存在する。

(B) 任意の x 6= eに対し x2 = eとなる。

(A)の場合 x3 6= eが成立することを示す。x3 = eが成立するとする。e, x, x2 は異なる Gの元

なのでこれ以外の元 yが Gには存在する。このとき最初に述べたことより xy 6= xかつ xy 6= yが

成立する。xy = eのとき y = x−1 = x−1e = x−1x3 = x2 となり矛盾。xy = x2 のとき x = y と

なり矛盾。よって x3 6= eである。以上により G =
{

e, x, x2, x3
}
となることが分かる。a, b, cと

の関係は (x, x2, x3) = (a, b, c)または (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a)の 6 通りがある。

次に (B)のとき a2 = b2 = eが成立している。このとき ab 6= aかつ ab 6= bである。ab = eが

成立すると，a = b−1 = b−1e = b−1b2 = bとなり矛盾。よって ab = cである。この場合演算は一

意的に決まる。

(4) |A| = n，|A×A| = n2 である。演習問題 1.1の解説で述べたことから 2 項演算は全部で nn2

ある。

(5) H が Gの部分群であることを示すためには命題 1.15または命題 1.16の条件を満たすことを

チェックすればよい。ここでは命題 1.15を用いる。線型代数で学んだ行列式の性質 |AB| = |A| |B|

(ここで |A|は行列 Aの行列式)を使う。

A.B ∈ SL(n; K)に対し |A| = 1, |B| = 1が成立している。このとき |AB| = |A| |B| = 1 · 1 = 1

なので A ∈ SL(n; K)となる。また |A| = 1のとき逆行列 A−1が存在して AA−1 = Eが成立す

る。|E| = 1なので 1 = |E| = |AA−1| = |A| |A−1] = 1 · |A−1] = |A−1] より A−1 ∈ SL(n; K)と

なる。

(6) 命題 1.16を示すためには

命題 1.15の (1)かつ (2) ⇐⇒命題 1.16の (∗)

を示せばよい。

命題 1.15の (1)かつ (2)が成立しているとする。このとき H の任意の元 a, bに対し (2)より

b−1 ∈ H が成立する。aと b−1 に (2)を適用すると ab−1 ∈ H となり (∗)が成立する。

命題 1.16の (∗)が成立しているとする。H の任意の元 aを考える。このとき e = aa−1 ∈ H で

ある。eと aに (∗)を用いると a−1 = ea−1 ∈ H となり (2)が成立する。H の任意の元を a, bと

する。今示したことより b−1 ∈ H である。aと b−1 に (∗)を適用すると ab = a
(
b−1

)−1
∈ H と

なり (1)が成立する。

演習問題 1.5

(1) A = { a, b, c }とする。A上の 2 項関係は何種類存在するか答えよ。

(2) A = { a1, a2, . . . , an }とする。A上の 2項関係は何種類存在するか答えよ。

(3) A = { a, b, c }上の 2 項関係で同値関係になるものは何種類あるか答えよ。またそれぞれに対

し完全代表系を 1つ選べ。

(1) A上の 2項関係は A × Aの部分集合 Rを指定することなので，Rの個数だけ関係が存在す

る。|A×A| = 9なのでこの個数は 29 である。ここで集合 Aが |A| = nのとき Aの部分集合は全

部で 2n 個あるということを用いた。



(2) |A| = nだから 2n2

個である。

(3) 関係をすべて列挙するのは一般に難しいが，同値関係の場合同値類分割と対応することに注意す

る。即ち Aのグループへの分割が 1つあると同値関係が 1つ定まる。逆に同値関係が 1つあるとグ

ループへの分割が 1つ定まる。この対応は一対一である。グループへの分割は (1) A1 = { a, b, c }，

(2) A1 = { a, b } , A2 = { c }，(3) A1 = { a, c } , A2 = { b }，(4) A1 = { b, c } , A2 = { a }，(5)

A1 = { a } , A2 = { b } , A3 = { c } の 5 通りがある。よって同値関係も 5 種類存在する。

演習問題 1.6 整数 Z 上の関係 Rが同値関係になるかどうか調べよ。同値関係になるときは証

明し，そうでないときは反例をあげよ。また同値関係になるときは完全代表系を 1つ選べ。

(1) R = { (m, n) ∈ Z × Z | m + nは 5で割り切れる}

(2) R = { (m, n) ∈ Z × Z | m − nは 5で割り切れる}

(3) R = { (m, n) ∈ Z × Z | mnは 5で割り切れる}

反射律，対称律，推移律の 3つが成立するかどうかを調べればよい。関係を ‘∼’で書く。

(1) 1 ∈ Z とすると 1 + 1は 5で割り切れないので 1 6∼ 1である。反射律が成立しない。よって

同値関係ではない。

(2) 任意の n ∈ Z に対し n−n = 0は 5で割り切れる。よって n ∼ nである。反射律は成立する。

任意の m, n ∈ Z に対し m ∼ nが成立しているとする。よってある整数 kが存在して m−n = 5k

と書ける。このとき n − m = 5(−k)となるので n ∼ mとなる。対称律も成立している。任意の

ℓ, m, n ∈ Z に対し ℓ ∼ mかつ m ∼ nが成立しているとする。このとき整数 k1, k2 ∈ Zが存在して

ℓ−m = 5k1 かつ m−n = 5k2となっている。このとき ℓ−n = (ℓ−m) + (m−n) = 5k1 + 5k2 =

5(k1 + k2)となる。k1 + k2 ∈ Z なので ℓ ∼ nとなる。よって推移律も成立している。よって同値

関係である。

(3) 1 ∈ Z に対し a · 1 = 1は 5で割り切れないので 1 6∼ 1である反射律が成立しない。よって同

値関係ではない。


