
　暗号の数理問題解説 #4　 河野

演習問題 ∗1.13 (星印＊のついた問題は全員に課す問題ではない。興味があり，意欲のある人
はチャレンジしてみて下さい。) 乗法群 S1 が巡回群でないことを示せ。

S1 が巡回群だと仮定して矛盾を導く。S1 が巡回群だとすると，ある元 z ∈ S1 が存在して

S1 =< z >となっている。z =∈ S1 なのである実数 θ ∈ R が存在して z = eiθπ となっている。θ

は有理数であるか有理数でないかのいずれかである。θ が有理数のとき m ∈ Z と n ∈ N を用いて
θ =

m

n
と表すことができる。このとき

z2n =
(
eiθπ

)2n =
(
ei m

n π
)2n = ei m

n 2nπ = ei2nπ = 1

このとき < z > は有限群になるがこれは S1 が無限集合ということに矛盾する。

よって θ ̸∈ Q とする。i ∈ S1 なのである k ∈ Z が存在して i = zk と書ける。i4 = 1 なので

z4k =
(
zk

)4 = i4 = 1 となる。1 = z4k =
(
eiθπ)4k = ei4θkπ となるので 4θk = m ∈ Z となる。こ

のとき θ =
k

4
∈ Q となるので矛盾。


