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G = (V, E) / ������ �! A, B )�D�E"-�? ��� @�F�G $ .65 � -  �! X
%�H )�I F ,J/K�L

X
G

G M�N�0�O A / B )�P�QSR�T�/30 � ; U�V � A–B W % X M�X�,�- ��� @�F�G $ )�YZ ? X
%

G M�N�0[O G−X
�

2 \ ����� )�*"+�,�-6/ K X ] G ^�P�Q�R6T�/�0 � ? X = {v}
�

/ K"_ ����� v )�`�a�b L X = {e}
� / K�_ ��$ e )�cJ/30 � ?

G = (V, E)
%dH���e�f )�I F ,J/ K k– g�h�i�j"-�/30 � ; (1) |G| > k .�k (2) |X| < k )�I F,�U�V � X ⊆ V M�lJm G − X

% 7�8�? G
%

k– 7�8J/ � -�n�o � k ) G
� g�h�pJ/30�0 L κ(G)

i�q",r?j @Jsut�v � 0 %�$ 7"8�9=w :"; m�O�NJx � ? |G| > 1 i"j"- &�'�( G = (V, E)
%dH���e�f )�IF ,J/ K `– y�gzh�i�j�-�/30 � ; |Y | < ` )�I F ,zU�V � Y ⊆ E M�lJm G − Y
% 7�8�? G

%
`–$ 7"8J/ � -�n�o � ` ) G

� y�g�h�pJ/30"0 L λ(G) i�q�,r?
G
%

1– 7�8[i�j�-�{�|�}�* e�f G"_ >�%�~�� i � 0�7�8 ��&�'�( i�j�-���i�j�-�? G
%

2– 7�8i�j"-�{�|�}�* e"f G 3
�"��� )�Y���U�V ����� M�lJm _ > )�Y Z������d� %���� ,�-���i�j�-�?

���6���
4.1

&�'�(
G M�lJm κ(G) <= λ(G) <= δ(G) = min{ deg(v) | v ∈ V }���6���

4.2
&�'�(

G i κ(G) < λ(G) < δ(G) / � -�w � )�j�� � ?���6���
4.3 6

����&�'�( i�7�8�9 % 1 � 5
� w � ) _ >���> j�� � ?�"�S���

4.4 δ(G) >= |G|−2
� 5d� κ(G) = δ(G) )��r�"? @�F δ(G) = |G|−3 .�k κ(G) < δ(G)/ � - &�'�(���� )�j�� � ?���6���

4.5 3– ��� &�'�( G M�lJm�O κ(G) = λ(G)
%���� ,�-���)�����?

3– 7�8�izjz-r{z|S}z* eSf G x > 5�� ���z� i G � 0z? &S'z( G = (V, E) / _ ��$ E ∈ E

M�l�m L e ) 1
� M�k[ ¡m�O�¢¡5 > - &['z( G/e ) G

��£[¤ /¥0 � ?�¦=§ e = xy /d,�-¨/K�L
ve )ª©�md0 �[� /Sm L V ′ = (V − {x, y}) ∪ ve

L
E′ = {vw ∈ E | {v, w} ∩ {x, y} = Ø} ∪

{vew | xw ∈ E − {e}
@�F�G

yw ∈ E − {e}} /3,6-�/ K G/e = (V ′, E′) / :�; ,�-�? H���:�«[%��� ,�-�?
¬�­

4.1
&�'�(

G
%

3– 7�8�i�j�-�{�|�}z* e�f G H )�I F , &�'�(���® G0, G1, . . . , Gn

%��z�
,�-���i�j�-�?
(1) G0 = K4, Gn = G

(2) Gi+1

G
deg(x), deg(y) >= 3 / � - ��� x, y )�¯�§ Gi = Gi+1/xy / ��° O�0�-�?

¦±§ 3– 7ª8 ��&"'�( G�²"³ &�'"( K4 )�´�µ � M�m�O�¶�· ��¸ )d¹ s»º ,���M � s ¢¼5 > -d? _>�%�½�¾�¿ M �������3�z&�'�( . G ��À *�.Á5 � 0 % LÃÂ ,zÄ�O�) ®�Å � �3Æ /3Ç v > -�/ L �����È6��É�� 0�Ê6.�5 ®�Å ,�-�� G i K -d? F�Ë m �"�[��È6%�É m3o K À���> ��Ì"Í ¿ MdÍ�Î"Ï�Ð[iG �6À�� -�?
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4.2 [Menger Ñ ¬�­�Ò�Ó�Ô ]

&"'z(�%
k– 7"8�i�j�-�{�|�}�* e�f G U�V � 2

��� M�lJm _ >
)�8"  k Õ ��Ö�����$�%���� ,�-���i�j"-�?&�'S(z%

k–
$ 7�8ÁiSjz-r{�|z}z* ezf G UzV � 2

�S� )�8S  k Õ ��$S×�� W %r�z� ,�-��Áij�-�?F"Ë m 2 k � W %�Ø�Ù / G�Ú � idÛ v 5 � 0��6)�0 � ?ry"ÜJ/ G 2 k �d$�%�Ý�Þ"$ )d¯ F � 0��
)�0 � ?
x ��:�« )���, F C�M G H���:�« ( x > w Menger

��:�« /�ß�� > - ) )����Á� � 0�?Jx ��:z«G &"'�(�«�à���á�â��
1 k�i�j�-�?¬�­

4.3 G = (V, E) ) &"'�( L A, B ⊆ V /3,�-�? G M�N�0�O A / B )�*�+",�- ����� \ È�� nã�ä G
G
��� . � N�å�0�M�Û v 5 � 0 A–B W � Õ È M�æJm30�?:"«

4.3 )�ç � ,�-�è�M :�« 4.3 .�5 :�« 4.2
%�éê� ��)���,r?ëíìïî

2 ð"ñóòõô÷ö�øïùóú�û k ü îóýÿþ����������
	��
����� ö�øïù��
� 	����
� ñ
��� ���
��� k � îð ���������
�� "!�#�$
%�&�' � k–(�ú ������ *) ñ %
&�' G
�

k–(ÿú �+	��� k � îóýÿþ������ ú�, ��-
G
î�. ð a, b

�����
	��
�0/
1 ô $�2�3 ù�4 �5 2 6 î87�9 ñ���: � ; 1) a, b ù�6 ��;=<
����� ô ��-� 2)

a, b ù�6 ��;=<������
	��8 �>
? ñ 1)
î�7"9 ù�@
A �� A = N(a), B = N(b)

�CBD���E�
|A| >= k, |B| >= k��F�þ ô $�-
�� 
1�G 4.3

!
HCI
J�- ñ8K
L�M ��- k–ü î A–B
�����"��	��� �Nÿî����

k ü î�ýÿþ�� a–b�
����� ô $�2�3� 
!�#�$ 2) a, b ù�6 ��;C< e
������	��� 

G′ = G− e
�EBO�P 

A′ = NG′(a), B′ = NG′(b)�EBO�P 
J�- ñ�K�L�M ��- A′–B′
���

G′ k − 1 ü ���
	����E�íý�þ
� a–b
���

G ñ k ü ����	
��î�����J- ñ�K�L
M ��- A′–B′
� ��Q�R k − 2 ü ���
�� �!�#
$�1
G 4.3

!
H
k − 1 � î ð�S
M ����T�9 X ñ !
#�$

a
�

b � G′
î�� S � ���VU ø $�-��� |G| > k

�ÿî��
G ñ�� X,a,b W�X î ð v

������	
�� 
v
�

G′ = X
�

a
��Y
Z (íú F �ªñ �
����� � Y = X ∪ {a} b

��Y�Z (�ú F �"ñ �
����� � Y = X ∪ {b}
�CID�P �Nÿî����

|Y | = k − 1
�

Y � 2 ð v [�\ a ] � � b ù��
�6ô $�-��ÿî���2�3� < (ÿú î87�9 � G
î�<�%�&
'

L(G) ñ 1�G 4.3 ù�^
_ 	 ø�` !�-� 
��a ô G
î�b
c�d�e
� � L(G)

� � �. ð � ô $ G
î�< ù ��Hf� 2 6 î�<�� G

��g�h ô $�-
����� L(G)
� � <
� ú�i �����
��%�&�'
���
�� ��j �õô0k"l"m"ñ8n �"� G = (V, E) ñÃò ô E′ = { ef | e, f ∈ E, e
�

f ��o�p î�q ð"ù�r
6 }
�0	
�s�t�8�

L(G) = (E,E′)
�C1
u�	��� 

:"«
4.3 )�ç � ,�-�? G, A, B

%wv E�5 > F / K k = k(G, A, B) M ��° O A / B )�*�+z,�- ���� \ È�� n ã�ä )�q�,r?Jx � / K :�«J� s É mtx�0 H��wy��wz�4 )���,r?
P ) G

��� . � å�0�MdÛ v 5 � 0 k Õ|{�I � A–B W �� "! /3,�-�?=x � / K |P|+ 1\ � å�0�M�Û v 5 � 0 A–B W�.[5 � -  �! Q i L[_ � W �w}����� "!�% P M�X�,�-W �w}����� �! )�Y Z w ��%���� ,�-�?
x ��z�4 ) G, A

G|~ : m |G− B| M�k�0�O ���|�|� i���,r? �|�|� i G x �w� Mwx�0 z�4�� Ê %ç � m # ,�0|� ! w�j�-�?
�
�

4.3 �
��� |G −B| = 0
î�������� � F�þ (�
� ?)

 
|G− B′| < n

������	 , $ÿî B′ ñ ò6ô �
�"îFÿþ ù /�1 ô $�� |G − B| = n
���
�

B ñ�6 -
$��s��	
�� R ù A–B
�
�

P
î�� î�. ðïñ �"#�$�-�� Bî�. ð"ù�pVM ��-
�V�E	�� ( ��� Níî��
�������
��	
� S ?)

 
N�î
R
�

P
î����D� K�L
M � : ø�` P ∪ {R}�������
��î� 
!�#
$

P
î��D� K
L ��î
���
N�î Kÿð îDjC��>
�"î
��î ù x

� ô � x ù�p � P
î�� ù P

�	
�� 
B′ = B ∪ V (xP ∪ xR)

�E	��� �N
N��
xP � � P

î�. ð x W�� î�� � � V (X) � X
î�. ð"ù ì���	�� "Nÿî����

k(G,A,B ′) >= k(G, A,B) , |G− B ′| < |G− B|
��Fíþ�	
�� 

P ′ = (P − {P}) ∪Px
�+	��
�C�

�
���"î�/�1���� A $ |P1| = |P|+ 1
���
�

P1

�����
	���î
��N øïù�_ -�$ Q ù��ÿø �� 
:"«

4.3 .�5 :�« 3.2
%�éê� ?
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&"'�( ) Þ��|� �¢¡�£t¤ � /1D�E"-�/17�8"9 G"_ �¥�¦�§¡t£�¤ � �w¨ ³ 9¼/3D[E�5 > -�?�x ��24 M�k�0�O É m3D�E�-�? _ � F C�Mw©��|ª &�'�( ) :�; m�O�N À ? &�'�( G = (V, E) / $ .�53ÍÈ�«6�¥¬�­
w : E → R

��®
(G, w) )�¯�°�±³²�´¶µ�/�0 � ? Þ�·³¸�È�ä G w(e) > 0 )¥¹ : ,[-�? w� VVº G 2�4 M � s0» � - ;
�¦�¢¡t£t¤ �w¼|½ �w¾|¿ L �¦�¢¡t£t¤ � ��ÀJ< L�Á|Â ¾|¿

(Ã³ÄwÅ ¤�³Æ�Ç³È 2�4
) æ�? 2�4 G H��w� M :|É|ÊJ<3> -�?

���
: ©��|ª &�'"( (G, w) / ~tË�È k

%wv E�5 > F / K�L G
�

k– 7�8 ³�Ì|Í * &�'"( H idn ã� ©"� � w � )wÎ�k³Ï � ?
x"x�i Í * &�'S( H

� ©�� w(H)
G

w(H) =
∑

e∈E(H)

w(e) i :�;J<¥> -�?�n ã�� ©��J/ G ezf
)�I F , Í * &�'"(���� ."i�n ã )dV³º�,�-�? / L 2�4[��:�É|Ê )�m F � G 0�0 % L x > M�k�0[Oj @¼s0Ð 5 > O�0 � 0�? 2 k �wÑ|Ò6� � ! M�k�0�O � �|Ó > O�N À ?n�Ô G k = 1

� � ! ?rn ã6� ©��[)�¯"k 1– 7�8 ³�Ì|Í * &�'"( G�³�Ì|Õ i�j�- (Ö|×6. ?) ?rn ã� ©"�[)�¯"k 1– 7"8 ³|Ì�Í * Õ[G�Ø|Ù�Ú /�ß"� > O�N s L n�Û Õ )wÜ6C�- ���³Æ�Ý�� (Kruskal)
�

Þ � ß³àtá|â
(1956)

% Ð 5 > O�0�-�?
Kruskal Ñ³ãwä³å³ætç|è
(1) ©�� % n ã���$ e1 )wé�Ä�?
(2)
$

e1, . . . , ek

% é�� > O�0�-�/ K�L ek+1 ) H��w� Mwé�Ä�?
1) G[e1, . . . , ek+1]

G ������� )�¯ F � 0�?
2) w(ek+1)

G
1) )�I F ,³ê�i�n ã ?

(3) step (2)
% Í�Î�i K ��À���° F 5të v=s ?

ì��
4.4 Kruskal

� Þ �¦ß³àtá|â i�¢¼5 > - Õ�G n|Û Õ i�j�-�?
���6���

4.6
z�4

4.4 )�ç � � � ?
H M G = Kn iw© <�% ,�Ä�O 1 i�j�-w� ! ) t � ?|© <�% n ã�� ³íÌ|Í * &�'z( Gwî � � !z$��È�% n ã�� ³íÌ|Í * &�'z( i�j�-�? H ) k– 7�8 &S'�( /3,�-Á/ L k = κ(H) <= δ(H) <=

2‖H‖

|H|%��"� ,�- � i $[��È ‖H‖
G k|H|

2

��� i�j�-�? Kn M�Y @ > - k– 7"8 ³|Ì�Í * &�'"(�� ê�i $
� \ È�% n ã���&�'�(���$���È ) f(k, n) /3,�-�/ L f(k, n) >=

⌊

kn

2

⌋ % *�.�-�?
~tËSÈ

k, n Mrl¡m H��w� M &�'S( Hk,n ) : CS-�? H
����� G

V = {0, 1, . . ., n − 1} /¥,Á-�?
i, j ∈ V M�lJm i / j

�wï + d(i, j) ) d(i, j) = min{|i − j|, |i − j + n|, |i− j − n|} / :�; ,�-�?
(1) k

%wðzÈ�� / KSG k = 2r /òñ À ?Jx � / KzG �z� i, j
%

d(i, j) <= r
� / K i / j

�íó M $
eij = ij )|ô À ?
(2) k

%wõ�È i n
%wð�È6� / K�G k = 2r + 1 /tñ À ? H2r+1,n

G
H2r,n M $ fi (i = 1, 2, . . . ,

n

2
) )

ª³Ï�ö�E�O�¢J5 > - &�'�( /3,�-�? F�Ë m $ fi

G ���
i / ��� i +

n

2
)�8�  $ /3,�-�?

(3) k
L

n /�w�M õ"È�� / K"G k = 2r + 1 /tñ À ? H2r+1,n

G
H2r,n M H6��$ )�ª³Ï�ö�E�O�¢¼5 > -&"'r( /1,6-�?8ªVÏ¥ö6E"- $ G 0 / n − 1

2
)�k �O÷1$ L 0 / n + 1

2
)�k �í÷1$ , ø�ù i / i+

n + 1

2
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(i = 1, . . . ,
n − 1

2
) )�k �³÷3$ ?Jx � / K H�%���� ,�- � i f(k, n) =

⌊

kn

2

⌋ % *�.�-�?
ì��

4.5 Hk,n

G
k– 7�8�i�j�-�?

�
ú k = 2r
î�7�9ïî�û�ü ô � ��ý�þ�ÿ �V�E	��� k–( ú �
��-V�E/�1
	����+�����
T�9 V ′

�
|V ′| < 2r�8�
�w�ÿî"�t�
�"	��8 

i, j ù Hk,n − V ′
î��s�"��F �"ñ�� 	��8. ð �=	��8 S = {i, i + 1, . . . , j − 1, j}

�
T = {j, j + 1, . . . , i − 1, i}

�C	
�� 
��a ô��
� modn
� @�A $�-
�� |V ′| < 2r

�ÿî��
|S ∩ V ′| < r ] � �

|T ∩ V ′| < r
��F�þ ô $�-��� |S ∩ V ′| < r

�C/�1 ô $��
	���
 ù��
L ��-
 �N�î���� i S�M���] #�$ j
���

L ���������
g�HE9¦j��"î
��� Q
R r
���
�w�ÿî�������	s�
����N ø�� Hk,n − V ′

î
i–j
� ù
��A �
�8��Nø
� 2�3
������ 

���6���
4.7 k

%wõ�È�� / K w Hk,n

%
k– 7�8�M � -��[)�����?

Kn M�Y @ > - f(k, n) \ ��$ )�¯�k k– 7�8 &�'�( G Hk,n

�wy )6m F w � M���- v Ï�i G � 0"?H )�D�E � ?
�ª�S�¥�

4.8 K9

� Í * &r'"( i 5– 7r8Sirj"- % H5,9 /����6i � 0 &r'r( )òÎrkVÏ � ? (f(5, 9) =

23
Ë .�5 $���È G 23 Õ�i�,r? )
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