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G = (V, E)
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R
3 G 7�HJI G = V ∪E
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V
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3
6�<�=�>"?@�ANCEDOF G 7�P�2Q9�R"S"T�U�2VM"W�X"Y�-Q.�/�Z e ∈ E

�
3
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C
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f : [a, b] → R
3 W�e�f�F�gOT 3
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C = f([a, b])
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C
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f(a), f(b)
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e ∈ E
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V
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G = (V, E)
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G = V ∪ E = E
�
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V
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G = (V, E), G′ = (V ′, E′)
}��")tT ; q�24."%�5�d

G
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}����"��i�."%��

G
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V
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G ' G′
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G
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G
g4T1���

R
2 ht7Jj�#�j�m�n4}B����-t.�KtWJ2���/��B7�m�nt9� .�n

f(G)
r�������9�U�.�}[d&��7�8"9��"��9{���"9��"���O� ; 3�������W[���"���"��%12���/

2   7����"�V��� G, G′
9�#&o�i�.��V���"7���¡zm�n (1)F

}����&o�q
F (G) = G′

%�U�."%[5�d
G%

G′
�����"���"��¢"£1¤�¥�¦&%12�2

G ∼= G′
%10&|§/

G ∼= G′
U"T

G ' G′ ¨ }�©"��ª&o�|�U�2�/6"�������"%�o�q������ ¨ }����"�����"%�o�q������"��U�2�«�/

+�,¬o�q{­�2"q[-&®°¯�±�-O.�7"r² ¨ }�d����Vh"7��Q���V³"�"´[7��QW�µ�¶O��U�2z�"9O%�.�g��d·���t�����"%�o�q��J�"��U�2¸r�7�}�¹ ; .�7��B���"����Ut|1º���ht7��4����³N%1'4)�3B»"} �2�/�º���h��"���4� ; �����
G, G′

9   24q�º����t7���¡�m�n F
}����&oBq

F (G) = G′
%�U�."%5�d

G
%

G′
��¼��"���"��¢"£1¤�¥�¦&%12�2

G ∼= G′
%10&|½/����"������9�¾"o�q��

π : R
2 → S2

W
π(x, y) =

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,

x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

) %1­&|�%�5�d
π(G)

%
π(G′)
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G
%

G′
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G
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R
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G
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É�Ê
5.1 [Euler Ë É�Ê ] G

W�k�Á"U������t%�o1d�L�M"7BÇ"W
p
d�Z"7BÇ"W

q
d��"7�ÇtW

r
%1-"."%5

p − q + r = 2
}�Â�Ì�-".�/

Í�Î
5.2 T = (V, E)

W������"%�o1d�L�M"7�Ï�Ç"W
p
d�Zt7�Ï�Ç"W

q
%1-"."%�5�d

T
}�Ð"��i�.�ÑÒ�Ó Ã�Ô�Õ"�

p − q = 1
��i�.�/
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ìîí
p ï(ðBñ�òôó½õBöø÷�ùûúøüþý p = 1 óîÿ���� q = 0 �����
	����½ñôý�
Bó�ÿ������������îù����½ý p �

	���� ñ ÿ������������øü
�(ý T = (V, E) ï��� (!�" 1 ó�#�$ ) %�&�'Bü��(ý)(�ó�$*� v ÿ���+ v ï�,�-Bü
��.�� e ÿ ü*�ûý/
ôó�ÿ�� T ′ = (V −{v}, E −{e}) 0���ù����½ýøõôöø÷�ó����
�*12+ (p− 1) − (q − 1) = 1 +
��3øò p − q = 1 %����Bü
�(ý4 ï p−q = 1 ÿàü��½ý ∑

v∈V

deg(v) = 2q = 2(p−1) ù���� ý ü�5[òøó�#6$�ó�!)"�% 2 7�8/��1 ∑

v∈V

deg(v) >=

2p ÿ6����ó·ù�!9" 1 ó:#/$ v %6&�'·ü;�(ý�( ó6$*� v ÿ/�<+ v ï6,/-Bü;�6.*� e ÿ ü;�þý�
�ó ÿ�� T ′ =

(V − {v}, E − {e}) � (p − 1) − (q − 1) = 1 ��=*>��(òûñ*�½ýøõôöB÷�ó����*�
12+ T ′ ����ù����ûý/��3Bò T

0���ù����(ý
+*?

5.1
�9@BA

5.2
WBC9D�M&%1-".

q
9�¾�-".�EBFBG"�9HJI���5�.�/

K�L
5.1 M ìîí : p ��N��O� q ï½ðøñ�òøó½õôöø÷�ù½úBü²ý q < p− 1 ó�ÿ�����������P�Q�ï���1��½ñBýR��3ò�S�T�$
� q = p − 1 ù����½ý*
ôó�ÿ���U�V 5.2 ï��*	 G = (V, E) ����ù����(ý�W�X�8�ó��
��W�X*� 2 ð�7

8îï�Y�ZO���(ñôý*��3Bò�Xîó�"
� 1 ù����ûý*
ôó�ÿ�� p − q + r = 2 %����Bü*�ûý
q >= p ó�ÿ���+�U�V 5.2 ï��*	 G ����ù����(ñBý
��3øò�[�\*]�^ C ÿ_(îó�8�ó�. e %�&�'Bü
�(ý e ��`�aÿ ü���X�� 2 ð�&�'øü*�½ý�b*c e ��`�a ÿ ü���X*� X1,X2 ÿ ü
��ÿ_+ X1 6= X2 ù����(ý G′ = G− e ÿàü*�ÿ�+ G′ ��P�Q;��W�X*�����ôù |G′| = p, ‖G′‖ = q − 1 ù����(ý�X*� G ó�X X1,X2 7�d*��e*fûù X1 ÿ X2

%�e�f_X X ï���3øò(ñ*�½ý���3Bò G′ ó�X�ó�"�� r − 1 ù����(ýøõôöø÷�ó������*	 p − (q − 1) + (r − 1) = 2

%����Bü
�BóBù�+ p − q + r = 2 %����Bü
�(ý
+*?"7�HJI�79gih��J6"7B+*?"Wkj�StT:l499m�2"qB24.�/���7B+B?4�Bnporq47�8t99st)�.�}�5Btku%:HiI"o � ��%1-"."%:v&o12�/
wyx_zJ{B| ËJ} ^ _�É�Ê :

�����"7�`�a"e�b�c"�����"W
2   9�ÃB~�-4.�/

+*?
5.1
g"T16t}9����/*��@:�9�B�"7�HJI���=�>t?&@�A¸C§7����B�*�

(� g"T 2 � Çi�9�Bq"79� )9B0tg ; q�­�oàd9�*�t7��*�"W��tp{qB24.�/��B7�HiI��������*�k� !�U��B�t7J³t�9��Â :(; qJ2t.B/
É�Ê

5.3
ªB���B�"�

5 �B� o�g�U�2�/
ìîí ��� X� �ó�¡�X*% m ¢�£îù�+�¡�#�$îï n ¤�.
%�¥*¦�3Bòûñ*��ÿàü
�(ý ��� X� �ó�#�$tÿ_.
�*1����
��������W�X�§îù����(ý���3ôò�#�$�ó�"
� p+�.�ó�"*� q +�X�ó�"*� r ÿ ü
��ÿ p − q + r = 2 %����i�ûò(ñ
�ûý m ¢�£
�*	 mr = 2q %����Bý�#�$�ó�¨i	½ó�©�ª*�
	 np = 2q %����øý*��3ôò p − q + r = 2 ï�«�¬ôü*�
ÿ q(

2

n
+

2

m
− 1) = 2 %����Bü
�(ý*��3Bò 2

n
+

2

m
− 1 > 0 %����ôü*�ûý*¦�> m >= 3 �
	 n <= 5+ n >= 3

�
	 m <= 5 %����Bü
�(ý
��3Bò�­�®�¯
� (m,n) = (5, 3), (4, 3), (3, 5), (3, 4), (3, 3) ó 5 °�±îù����ûý�(�²�³
²îó�´�µ (p, q, r) = (20, 30, 12), (8, 12, 6), (12, 30, 20), (6, 12, 8), (4, 6, 4) ù����(ý
¶B·J¸�Î
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5.1
W9ºJ»9� � /

(hint :
k�ÁO��U�2"���z�

(
«O)

¼ k�Á�Â�Ã"}
2
Ï"7������"%

3
Ï"7������

)
7�«"W9½B¾&o�q�ÁB¿"W9ÀBÁ¸o1d"s ; W9HJI9� � /

)

�����t%�oJq��B�"�4r1���t�����"%�o�q����t��UB2�«"}B���¸o�3B/�o�g"oJi�. � 7BÔ�Õ"W�ÂJÃ�.%�s�7�8tU�«4��U�2�K"}JÃ"g�.B/ÅÄ"9��iÆ�3�«4�9ÇiÈ9ÇJÈ���5�.�dÅÉJtBk�ÁB�tg9Ê�2"��������i�p3�/�k�ÁB�"W��JÆ�."%���7�8"U�«"�9Ë ; Ut|�Uyo 6"}�Â�Ì�-".�/
É�Ê

5.4 [Whitney Ë É�Ê ] G
W

3–
k{Át�����4%(-t.J/

2
6�<�º���h47

2   7J�t�J��³ f : G → S2 d
g : G → S2 9�#&o1º����"7���¡�m�n F : S2 → S2 � F ◦ f = g

%�U�."r�7�}�����-".J/
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5.5 2–
k�Á����"������9�­�2"q��"´�7��&r�s�79Í�¶4�9ÎBÏ"?9�"��i�.�/

Í�Î
5.6 3–

k�Á����"������9�­�2"q9ÎkÏ"?9�"}��"79Í�¶"9�U�.�Ñ Ò�Ó Ã�Ô�Õ"��s�79ÎBÏ"?9�"}9ÐÃBÑt!�U9ÒBÓ*ÎBÏ"?9�4��i�.�Kt��i�.�/Q�����9ÒBÓ*ÎBÏ"?9�¸%��9Ô
(
e9Õ��"7BÖ�×&o�U�2

2
M"W�Á

Ø Z
)
W9Ù43�U�2BÎBÏ"?9�"7�K�/

Ú�Û
5.5 M ì�í : 2–P�Q�W�X
������� G ÿ ü*�½ý 2–P�Q*�
	 2–.�P�Q*�øóBù�+6Ü�Ý�ó�. e ï�Þi� G − e

��P�Qîù����ûý�X X ó�`�a�8�ï�����. e ��ß*���(ý�. e ó�à�á
%�X X ù��*	â+�ãîó�à�á
��ã ó�Xîï���3Bòñ
�½ý*��3Bò�Xîó�`�a*��[�\*]�^�ù����(ý
Ú�Û

5.6 M ì�í : C ��ä�Y�å�§*��æ�ç�[�\*]�^tÿ ü*�(ý C ��W�X*� 2 ðîó�è�Y�ï�Y�åBü
��%�é�á�ó�ê�ëï G ó�ã�ó�$*��ì�í*
îÿ����ûñBý�$*��ì
¦��ûñ�á�ó�X
� X ÿ ü*��ÿ�+ ∂X = C ÿ���3ôò(ñ*�ûý4 ï C %/���:X X ó6`/a�ï/��3Bòþñ
��ÿ ü;�(ý*
·óîÿ:� C %:ä�Y/å�§ ù��/��
 ÿ��:î�ï·üBñBý C %6ð
e = xy ��ñBð�ÿ ü
�(ý*
ôó�ÿ�� x, y � C � 2 ð�ó�ò P1, P2 ï�Y�åôü*�(ý P1 ó�#�$*% x, y ó�ó*�*1 ��ô .
��0½ð�óôù P1 ��õ�$ v ��ñôðBý�e�öîï P2 ��õ�$ w ��ñøðBý C õ���÷
� x �*1�S�Ti�ûò y øBñ*>���ù�ú*ûü

` %�&�'ôü*�ûý e∪ ` ��������8�ó�[�\*]�^�ù����ûñ*%�+�W�X�8�ó�ù�ú*ý�û ü �øóôù�W�X
� 2 ðîó�è�Yîï�Y
åôü��(ý�à�á�ó�ê�ë*� v ��ì�ó�ã�á�ó�ê�ë*� w ��ì�í*%�+�
�²*� G − {x, y} %�ä�P�Qîù�����þ*��Ý
ÿ(ü*�ûý

�²������Bý
�B7

2   7Å@BA"gOT Whitney
7�+B?"}[-&®:� � � �°99s")V.�}�6Q7

2   7{+B?"W[Ñ Ò %°-".�/s"g*Ã�����`"s&�199s")�.�}�d"s ;���;	� ¡��� �~"7�
�+B?"��i�.�/
Schoenflies Ë É�Ê : S2 �4��`�a"e�b�c"}�ÃJÃ�.��	�"�	
��&%��B¡"��i�.�/
��� É�Ê

: D
W	
��&%�o�q

∂D
W�s�79Í�¶ %1-".�/

∂D
�"7���XO7�m�n

f : ∂D → ∂D
9�#&o

Dh"7�ºJ»
F : D → D

}�����-".�/&������ºJ»"%��
F |∂D = f

%�U�.�m�n"7�K�/
K�L

5.4 M ì�í : G ��W/X�§
�/����ÿ�� f : G → S2 + g : G → S2 � G ó���X/øîó�������ó"ÿ ü*�îÿ
��+ H = g ◦ f−1|f(G) : f(G) → S2 ÿ����àý H ó���� F ù F % S2 8�ó�e� "!�#îï�����0Bó�%�&�'ôü/²%$&(' ��)
�(ý H ó���� F ÿ�� F |f(G) = H ��=
>(ü S2 8�ó�!�#�ó�þBý f(G) ó�¡�X�ó�`�a C ��U�V 5.5 �
	�*�¨ ÿ�e� îù��/��%�+�U�V 5.6 ï��
	<ä�Y�å�æ�ç�[9\
]�^îù����þý�X*� X ÿàü;��ÿ X ��*�+tÿ�e� �ù/�
	â+ ∂X = C ÿ���3Bò(ñ
�þý H(C) � g(G) ó�ä/Y�å�æ�ç�[�\B]�^*�ôóBù g(G) ó�����X Y ó�`�a ï���3Bòñ
�(ý

Bó�ÿ�� H|C : C → H(C) ó���� FX : X → Y ù FX % X �
1 Y øîó�e� �!�#�ï���3Bòûñ*��0Bó
%�&�'Bü
�(ýBü�5�òôó�X�ï�,*�ûò����
��-�.Bü�²%$(/_§îó�e� �!�#
%�0i1�²*�ûý
6t9����"������W21	3	4iÃ�.

Kuratowski
7�+k?"W�5%6�-".J/N��7�+*?"�������9?B�ih�7������

?B�&%87Q)�. � �����:9BÏ ��>B�OW�;�³ C�-V<&%�Uzp�3{+B?O�"r�iV.�/<5	6"7�3V��9z������9BÏ
��>t7�+�,"}�Ñ Ò ��i�.�/���z�

G = (V, E)
%[�z�V�

X = (V ′, E′)
}{6O7z¾[È"9Viz.O%�5 �

G
�

MX
�ViV.Å��2��

;

{Vx | x ∈ V ′ } � V
7BÃ ~"��iyoàd

1) ∀x ∈ V ′
9�# o

G[Vx]
��k�Ázd

2) ∀x, y ∈ V ′ ; G
9

Vx–VyZ"}�����-".{K&%
xy ∈ E′

%�U�.�K"}[Ñ Ò�Ó ÃO��i�.�/ ��7"%�5"�[7�+�,&%>=	?&%�9[6"7�¾�È"}i�.B/
Í�Î

5.7 G
}

MX
��i�.�Ñ Ò�Ó Ã�Ô�Õ"�

X
}

G
7�Z"7�=%?"W�@ oBA&o�q�C&T ; .�K"��i�.�/

X
}

Y
7	D%E�F	G4��i�.t%���d

Y
7�H�Ã"�����

G
�

G
}

MX
%�U�.B8"U"rJ7�}�����-".JK&%+�,�-".�/&��7"%�5

X � Y
%10&|½/
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Í�Î
5.8 X � Y

��i�.BÑ Ò�Ó Ã�Ô�Õt��������7�I
G1, G2, . . . , Gn

��6"7
1),2)

W�J"3J-&rB7�}J�
�&oBq�-".�K"��i�.

; 1) X = G1, Y = Gn

d
2) Gi ⊆ Gi+1

��3��
Gi+1

�
MGi

��i�.�/
G
}

MX
��i{p�q�d{À�Ã*~

Vx

}9Ò*Ó�-4.�H�Ã"�����
G[Vx]

}�6"7JÔ�ÕtW�J43�-N%�5
G
�

X
7

K	L %�M�N
G
�

TX
��i�."%12��

; G[Vx]
7JÀzL�M"7�6�Ç"�

1
M"W	O�2"q

1
��3��

2
��iyo�d�6Ç

2
7�M"�

Vx–Vy

Z"7�w�M"9�U"TJU�2�/"9BÏB��>"7B+�,49B­�2tq
MX

7�H�Ã4W
TX
��P"5�Q")�3r�7�W�R	S�D	E�F	G&%�M Ø /

Í�Î
5.9 X � Y

7"%J5
Y
}����"!�U"T

X
�����t!���i�.�/·#	T"W"%B."%Ùd

X
}9Ð����"!�U"T

Y�9Ð����"!���i�.�/
Í�Î

5.10 K5 U N K3,3
�����"!���U�2�/

@*A
5.10

���� "!�U9HJI"r�i�.�}�d�+B?
5.1
g"T16"79@BA"W�V�W"o�q9HJI"o�q"r � 2�/

Ú�Û
5.10 M ìîí : K5 %�W�X�§ ÿ_������+�W�X
����� K5 ��ß����ûý 3 #�$ v1, v2, v3 � 3 ¢�£*���
�_W

X
� 2 ð�ó�è�Y�ï�Y�åi�(ò½ñ
�(ý)#�$ v4 ��X�a*��è�Y�ï�����ÿ_���O�(ò�0�à�Y�¯*��Z\[��ûñøý�
Bó�ÿ�� 4 ðó�#�$
��]%^ôó�ö ï���3Bòûñ*��%�+ 5 _�/(ó�#�$ v5 % X1, . . . ,X4 ó(`(ó�è�Y*�/3øò�0:+�W�X�8�ù�ãîó(ü/5òôó�$tÿ�Q�a�þ
%Bù����(ñôý*
�²*��W�X�¯îï��b�Bý
K3,3 0�e�ö�ï�W�X*�����îÿ_���Bü
��ÿ�+ 4 #�$�ó��(ü 4 ¢�£*%�W�X*� 2 ðîó�è�Yîï�Y(c���%�+ 5 _d/ûó�#

$
��X�a*��è�Y�ï�����ÿ ü;�(ý*
ôó�ÿ���e%^ôó�öîï��/3øò(ñ;��ÿ��(ò��(ñ*%�+�#�$ b3 % X1,X2,X3 óûñ�f
²îï���3ôò�0(ü�5�òôó ai ÿ2Q�a�þ
%Bù����(ñôý

X1X2

X3

X4

X1

X2

X3

a1 b1

b2 a2

a3

Í�Î
5.11

���"�����
G
9J#&o ‖G‖ <= 3|G| − 6

}�Â�Ì�-t.�/
3–
ÎkÏ"?9�tW9Ùt3�U�2����t������9#&oBq ‖G‖ <= 2|G| − 4

}�Â�Ì�-".�/
ìîí W�X������ G ó�Xîù 3 ¢�£�ù��(ñ
0Bó�%�&�'ôü*��ÿ���+�Þ�¢ ü ��g
����þîï��
	_¡�X*% 3 ¢�£îù�#
$îó�"*� G ÿ�e
f½ù�.�ó�"
� G 7�8�ó������ G′ %�&�'Bü�� (G′ % ��ô �����øï���1��(ñ���hjibk !) ý G′ ï
ÞO� ‖G′‖ = 3|G′| − 6 �ûú"l%$�+ ‖G‖ <= ‖G′‖ = 3|G′| − 6 = 3|G| − 6 ÿ��
	_U�V*%(ú ��²*�(ý G′ ó�#�$�+
.�+�X�ó�"*��(�²�³�² p, q, r ÿ ü*��ÿ�+�X*%ûü�5îò 3 ¢�£*�
	 3r = 2q %����Bü
�(ý*
�²*��m�\*��n�ó�o�p
ï�«�¬Bü
��ÿ 2 = p − q + r = p − q +

2

3
q = p −

1

3
q �ôóBù OK ý

3–[�\*]�^
��ñ�>��(ñ������ G ó�X�ù 4 ¢�£�ù��(ñ�0Bó�%�&�'ôü���ÿ���+�Þ�¢ ü ��g*����þîï��*	�¡�X*%
4 ¢�£�ù�#�$îó�"*� G ÿ�e*fûù�.�ó�"
� G 7�8�ó������ G′ %�&�'Bü
� (G′ % ��ô �����ôï��*1��ûñ*��hji
k !) ý G′ ï�ÞO� ‖G′‖ = 2|G′| − 4 �ûú�l($�+ ‖G‖ <= ‖G′‖ = 2|G′| − 4 = 2|G| − 4 ÿ��
	_U�VB%ûúi��²*�þý
G′ ó�#�$�+�.�+�X�ó�"
��(�²�³�² p, q, r ÿ ü��îÿ_+�X�%ûü�5�ò 4 ¢�£��
	 4r = 2q %����Bü��ûý�
�²
�qm�\
��n�ó�o�p�ï�«�¬Bü
��ÿ 2 = p − q + r = p − q +

1

2
q = p −

1

2
q �Bóôù OK ý

@*A
5.9
%:@ A

5.10
� o1�z���

G
}��V�"!VU"T

K5 U N K3,3
W�9 ÏB�z>"99ÙO3�U{2�KO}�Ã"g.�/

Kuratowski(
?��srBt	u	v�w

) x�y	z�{�|�x�}�~��	�	����|%�������������
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�	�
5.12 �	� t G ����������{	�����	�	���

(1) G {��	���
(2) G { K5 � K3,3 ���	�	� w �	���������� 	�
(3) G { K5 � K3,3 ��¡	¢	�	�	� w �	���2���	�� 	�
£	¤

1 G ~ MX �8����� ∆(X) = min{ deg(v) | v ∈ V (X)} <= 3 x���¥ G x	�	��¦	§��%� t H

� H ~ TX �	�	��¨�x	~�©	ª%�����
«(¬

{Vx | x ∈ V (X) } ­ MX ®�¯%°b±�²�³µ´�¶(±q·\¸�¹%´qº H ­�»%¹q¼(½�¾b¿�¶(±q· X ¹�À�Á(½qÂ�Ã
¶(± G ¹�Á%­ 1 ÄbÅ"Æ�·�À Vx ½�ÂdÇÈÅ�É�Ê�Á(¹�Ë�Ì%½�Í�Î�Ï�Ð%±�Ñ"Ì(­ v1, . . . , vk ´�¶�±�Ò(Ó�Ê%Ç k <= 3Ô�Õ ±�·b»�Ö%® deg(x) ¹�ÑbÌ(® 1 Ä�Òb×%¹�Ñ�Ì%Øq»�Ö 2 Ù�Ú Ô v1, . . . , vk ­�Û�Ü�Ý\®�¾�¿ Ô º�Þ%ß OK ·
£	¤

2 G ~ K5 à �	{ K3,3 ���	�%� w ���	á%â�{ G ~ K5 à �	{ K3,3 ��¡	¢	�%�	� w �2�	á	â
x�ã%ä	å	§	æ	ç��	�	���
«(¬

(⇐= ) Ø�è\é�êq· (=⇒ ) ­�ë�¶8· ∆(K3,3) <= 3 Í�¹ Ôqì�í 1 î%ï K3,3 ­�ðbñ�òbó(½qô%Ïbß�õbö�ðbñ
ò�ó\½�ô�Ä�·\î�Î�Ï G ® K5 ­�ð�ñ�òbó%½�ô�Ä�´�ºqÒ G Ø K5 ÷ ÓbØ K3,3 ­�õ�ö�ð�ñbò�ó%½�ô�Äbø%­�ë�¶ù·
K ­ G ¹�úb²%û�ü�ý Ô MK5 ´�Í�±�þb¹�¹�ÿ Ô���� ¹�þ�¹\´È¶%±�· 1, . . . , 5 ­ K5 ¹�Ñ�Ìµ´�Ç V1, . . . , V5 ­
MK5 ­���¶ V (K) ¹�²�³d´ ¶(±�· K ¹ ����� î%ï 1) À Vi Ø�Ý�Ò 2) Vi ´ Vj ­�	bÆ�Á%Ø�
 1 � Ô�Õ ±q· Vi

½�ÂµÇ�Òù×%¹ Vj ´
	bÆ�Á(­ e1, . . . , e4 ´È¶%±%´ Ò T = K[Vi]∪ e1 ∪ · · · ∪ e4 Ø�Ý ÔbÕ ï Ò��%­ 4 Ä%¹���ô�Äb·
¶��\Ï�¹ i ½�Ä�Ð\Ï T ® TK1,4 Í(é K Ø TK5 ´�Í�±b¹ Ô Ò Õ ±qÑ�Ì(½�ÂµÇ T Ø TK1,4

Ô Í�Ð�·\¸�¹\´�º
T Ø�»�Ö 3 ¹�Ñ�Ì%­ 2 Ä�ô�Ä�Ý(½�Í�±�·%¸�¹%´�º K Ø�ú�²%û�ü�ý\´�Ç�Ï TK3,3 ­qô�Ä�·
£	¤

3 G ~ 3– ����� |G| > 4 ����� G x�� e � G/e ~ 3– �����	�	�����8��¨�x	~2©	ª	�����
«(¬ � ¹�¼%Í�Á(®����dÇ�Í�Ðd´
 �!dÇ�Ï�"�#%­�$&% ·�'�((¹ xy ∈ E ½�ÂdÇ G/xy Ø�)+* 2–,-	�´�¶%±�·
¸�¹%´�º�²�.�/�0 S

Ô�1�2 ¹�3�Ö%®�)�* 2 3%¹�þ�¹�®�����¶(±�· G ¹ xy ½�Â�Ã�¶(± G/xy ¹�Ñ�Ì%­ vxy ´
¶(±�· vxy 6∈ S Í%é S Ø G ­�²�.�¶%±�¹ Ô vxy ∈ S

Ô�Õ ±�· ÷ Ó |S| = 1 Í\é S = {vxy} î%ï {x, y} ® G

­�²�.�¶(±�·%îbÎ�Ï S = {vxy, z} ´�Í�Î�Ï�Ð\±�· T = {x, y, z} ´
45%�´�Ò T Ø G ­�²�.dÇ�ÏqÐ%±�· G Ø 3–

,�	\Í�¹ Ô T ¹+6�¹�Ñ�Ì%þ G − T ¹�'�(%¹�,�	�¿�²d´�7�8�Ç�Ï�Ð(±�·
T = {x, y, z} ´ G − T ¹�,�	b¿�² C ­�Ò |C| ® Õ���� ½bÍ�±�¼(½qÅ%É Ô 45% · zv ∈ E ´�Íb± v ∈ C ­%´
ï Ò G/zv

Ô�9+: ¼(½�;-<�¶(±�ø%½�î%ï {z, v,w} ®�²�.�/�0�½�Í�±�î>=È½�¶�±�· xy ∈ E Í�¹ Ô x, y Ø�?�½
G−{z, v,w} ¹ Õ ±q¿�²(½�@\ÎbÏ8Ð\±�· � Þ%­�Û ÷ Í�Ðb¿�²%­ D ´�¶(±q· (1) D ´ v Ø�7�8�Ç�ÏqÐ(±�· ÷ Ó
(2) D Ø x, y, z ­�Û(É Ô Ð(Í Ð�· ÷ Ó (1) î%ï (3)D ∩ C 6= Ø

Ô�Õ ±�·�A�°�½ D ⊆ C
Ô�Õ ±�®�Ò v 6∈ D î

ï D 6=
⊂ C ´�Í�±�·(¸�Þ%Ø C ¹�Å�B�C\½�"�#�¶(±�·

£	¤
4 K5 � K3,3 ��D����	��� w �����	��  3– ���d�	� t {��	���	�	�	���

«(¬
|G| ½�ÄbÐ(Ïb¹�E�F�G Ô ëb¶ · |G| = 4 ¹(´qº�Ø G = K4 Í�¹ Ô�H�I Ø�J�Ç Ð�· |G| > 4 ´�Ç�Ï � Þ\î

ï �5K Ð\ûbübýb½�L\ÇqÏbØ H�I ®�JdÇ Ðµ´M �!b¶\±�· ìbí 2 î\ï G/xy ®�N�B 3–,�	\½bÍb± x, y ®����b¶(±q·
¸�¹%´�º G/xy Ø K5 O B K3,3 ­�ð�ñ�ò�ó(½�ô%Ó�Í�Ð�·�E�F�G%¹� �!%î�ï G/xy Ø�P�Q�R(¹�S�T�U�� G̃ ­
ô�Äb· F ­ vvy ­�Û�Ü G̃− vvy ¹�Qµ´�Ç Ò C ­ � ¹�V�Wd´ ¶%±q· G̃− vvy Ø 2–,�	(Íb¹ Ô C Ø�Xbñ+Y�Z ÔbÕ
±q· X = NG(x)−{y}, Y = NG(y)−{x} ´M[>%b´ X ∪Y ⊆ V (C)

ÔbÕ ±�· G̃′ = G̃−{vxyv | v ∈ Y − X }

Ø G − y ¹�S\T�U���´^]�°�±�· � ¸ Ô Ø x Ø vxy ½�î�Î�Ï�� K Þ	Ï�Ð%±�· X = {x1, . . . , xk} ´�Ç�Ï�Ò"Ñ�Ì
x1, . . . , xk Øb¸b¹�_ Ô C `\½ba�Î ÏqÐ\±\´bÇqÏbîqÐb·dcfe xi ê\é xi+1 R\¹ C `\¹�g\­ Pi ´M45% ´ Ò xi, xi+1

Ù�h\¹ xj Ø Pi ½�Û ÷ Þ%Í�Ð�· G̃′ ½�i+j�k%° Y ∪ {y} O B � Þdéq­�	�Æ�Á(­�P�Q�`%½�lfj�Þ%ß G ®�P�Q�m
½bÍb±q· Y ¹�nb¶��\Ïb¹�n\® 1 Ä\¹ Pi ½�a\ÎbÏqÐbÞ%ß�o�p(­�q\Ó�¶ù·"îbÎbÏ � = Ø�ÍbÎbÏqÐ\ÍqÐd´M �!�¶\±q·rts

∃y1 ∈ Y − X u(­� �!�¶(±�· y1 ∈ P1 ´�Ç�Ï�þ�v�w � ­�x�y�Í�Ð�·\¸�¹%´�º Y ½�Ø y1 Ù�h(¹�n y2
Ô

y2 6∈ P1 ´�Íb±�n(®����b¶(±q·"¸�¹\´�º {x, y, x1, x2, y1, y2} ê%é TK3,3 ­�¾�¿b¶(±qø%® Ô ºb±�·�¸�Þ(Ø�"�#bÒ
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îbÎbÏ Y ⊆ X ´�Ç�Ïbî�Ðb· |Y | = |Y ∩X| >= 3 ¹(´qº Y ê(é 3 Ì y1, y2, y3 ­�z�ÎbÏ�%�±\´ {y1, y2, y3, x, y}

ê(é TK5 ­�{%±�ø%® Ô º�±q·(î�Î�Ï |Y | = 2
Ô�Õ ±�·%¸�¹(´qº 2 Ä%¹�n y1, y2 ® :�| Pi ½�}�¶µ´
P�Q+~�®� jb±�¹ Ô ∃xi, xj ∈ X

Ô
y1, y2 ­ C `�²�.�¶%±�þ�¹�®�����¶%±q·%¸�¹%´�º 9 ´ : ¼(½ {x, y, xi, xj , y1, y2}

ê(é TK3,3 ­�¾�¿�¶\±�ø%® Ô º�±�·
£	¤

5 G � κ(G) <= 2 �	�	�	� � t �8����� G1, G2 � G x����	¦	§�������� G = G1 ∪ G2 � á
|G1 ∩G2| = κ(G) ��������¨�xd�8����� G ~ K5, K3,3 ��¡	¢%�	�	� w �����	�� d�	� t x�� � �
��������������������� G1, G2 ¨����8�	���M� G1 ∩ G2 = K2 �	�	���
«(¬ ��� ½ κ(G) = 0 ¹���0%­��(°�±�· v1 ∈ V (G1), v2 ∈ V (G2) ´�Í�±�Ñ�Ì%½�Â�Ç e = v1v2 ´^4>% · G

¹���� � î\ï G + e = G1 ∪G2 + e Ø K5 ÷ Ó�Ø K3,3 ¹�õbö�ðbñ�òbó K ­�ÛbÜ�·	Ç�ê%Ç K Ø 3–,-	\Í�¹ Ô
e ­qÁ\½�Û ÷ Í�Ðb·"îbÎbÏ K ⊆ G1 ∪G2 î\ï K ⊆ Gi(i = 1 ÷ ÓbØ 2� ·�¸qÞ(Ø�"�#�·�¸ ¹���0\Ø��\¸%éqÍqÐ�·
»\½ κ(G) = 1 ¹���0(­��(°�±�·�	�<-m%½�Ø�¸�¹���0�þ��%¸%é�Í�Ð�· G1 ∩ G2{v} ´È¶%±�· Gi ¹�Í�ê Ô v

´�7�8�¶%±�Ñ�Ì%­ vi ´�ÇÈÒ e = v1v2 ´È¶%±�· G + e Ø�õ�ö�ð�ñ�ò�ó K ­�Û�Ü�· G1,G2 ®�?%½ K ¹q²-��Ì
(»bÖ(® 3 Ù�`(¹qÌ ) ­�Û+T�ß K5 ÷ ÓbØ K3,3 ® 2 Ì Ô ²�. K Þ(±�¹ Ô 6�e%é�ê�Ø�²��bÌ%­�Û ÷ ÍqÐ�· r G2

®�Û ÷ ÍqÐ�´ ¶%±q· K ¹�g v · · · v2v1 · · · ¹�úb²%­ · · · vv1 · · ·
Ô [\º��\°�Ï���é Þ%±bû�übý�­ K ′ ´È¶\±%´ K ′

Ø ÷ Ó K5 ÷ Ó�Ø K3,3 ¹qõ�ö�ð�ñ�ò�ó Ô K ′ ⊆ G1 ´�Í�±�¹ Ô "�#�·
Ù�`(ê%é κ(G) = 2 ´�Í�±�· S = G1 ∩ G2 = {x, y} ´�¶(±�· x,y Ø G − S ¹�À�,�	�¿�²d´�7�8dÇ�Ï�Ð%±�·��� ½ xy ∈ E ­�ë�¶�· e = xy 6∈ E ´�¶%±q· G ¹���� � î(ï G + e ¹�úb²%û�übý K

Ô
K5 ÷ Ó�Ø K3,3 ¹�õ

ö�ðbñ�ò�ó Ô�Õ ±bþ�¹�®�����¶\±�· G1,G2 ®�?\½ K ¹�²��bÌ ( »�Ö(® 3 Ù�`\¹�Ì ) ­�Û�Tbß K5 ÷ Ó�Ø K3,3

® 2 Ì Ô ²�. K Þ%±�¹ Ô 6�e%é�ê�Ø�²���Ì(­8Û ÷ Í�Ð�· r G2 ®�Û ÷ Í�Ðd´�¶(±�·(î�Î�Ï K ⊆ G1 + e ´�Ç
Ï�îqÐ�· K ® x ´ y ­�Ä(Í�� G2 � ¹�g P ­�Û�Üd´�ºbØ P ­ e

Ô [%º��(°�Ó�þ�¹b­ K ′ ´�¶(±%´ K ′ ⊆ G1

´�Íb±�·(¸�¹%´�º K ′ ⊆ G ´�Í%ï
"�#b·
Gi (i = 1, 2) ®���� Ô�Õ ±�ø\­�ë�¶ · Gi ¹�	(ß�Þ%Ï�Ð%Í�Ð 2 Ñ�Ì%­qÄ(Í��ÈÁ%­ ei ´�¶(±�· G + ei ¹�ú�²
û�übý K

Ô
K5 ÷ ÓbØ K3,3 ¹�õ�öbð�ñ�ò�ó Ô�Õ ±�û�übý�®����b¶(±�· G1, G2 ®�?\½ K ¹q²���Ì ( »�Ö%® 3

Ù�`\¹�Ì ) ­�Û�T�ß K5 ÷ Ó�Ø K3,3 ® 2 Ì Ô ²�. K Þ\±�¹ Ô 6�e(é�ê�Ø�²��bÌ(­�Û ÷ Í�Ð�·�g%¹�[(º��(°�½
î(ï�6�e(é�ê�Ø K ­�Û�Üd´^ �!dÇ�Ï�î�Ð�· Gj(j 6= i) ® K ­�Û+T�ß�"�#�Ò(î�Î�Ï Gi + e Ø K ­�Û�Ü�·
£	¤

6 |G| >= 4 �	����� G ~ K5 � K3,3 ��¡	¢	�	�	� w �����	�� ��	� t x������������������
�	������� G { 3– �����	�	���
«(¬ Ñ�Ì(¹�3�Ö(½�L�¶%±�E�F�G Ô ë�¶ù· |G| = 4 ¹%´�º�Ø G = K4 Í�¹ Ô OK · |G| > 4 ´�Ç�Ò�Ñ�Ì(¹�3
Ö�® �>K Ð%û"ü�ý"½�Ä�Ð(Ï H�I ®�¿-��¶�±�ø	­� �!"¶%± · G ® 3–,-	 Ô Í Ðd´� �!"¶(±8· G ­ ²�.�¶�±�/
0 S ­%´�± ·(û�ü�ý G1,G2

Ô
G = G1 ∪ G2 ê�Ä G1 ∩ G2 = S ´�Í�±"þ�¹�® ����¶�±�¹ Ô Ò ì�í 5 î(ï

S = {x, y} ´�ÇqÏ�î�Ðb· E�F�G%¹� �!%î\ï G1,G2 Ø 3–,�	%Íb¹ Ôqì�í 4 î%ïMP�Q\û�übý%´bÇ�Ïbî�Ð�· Gi ½
4bÐ\Ï xy ­�V�W(¹�vbú%½bþqÄ�Q(­ Fi ´ ¶\±q· ∂Fi ½bØ x, y Ù�h\½bþ�ÑbÌ\®����b¶\±b¹ Ô Ò�¸qÞ(­ zi ´ ¶\±�·
��� � ¹� �!%î(ï G + z1z2 Ø K5 ÷ Ó�Ø K3,3 ¹�ð�ñ�ò�ó Ô�Õ ± K ­�Û�Ü�·
K ¹ ²��ùÌ"®bv C�¹b� (

r
G1 ´ ¶�± ) ½�� �ù¶�±"´ º Ò F1 ¹ ÿb¡�½ ÑùÌ u ­�´ ï G′

1 = G1+u+ux+uy+uz1

­��%°�±%´�¸�Þ%Ø�P�Q%û�ü�ý(´�Ç�Ï�¢�£ Ô º�±�·�g(¹�i�j�¤�°�½�î(ï K5 ÷ Ó�Ø K3,3 ¹�ð�ñ�ò�ó Ô�Õ ± K ′

­ G′

1 Ø�Û�Ü�·%¸�Þ%Ø�"�#�·(î�Î�Ï�²���Ì%Ø�¥�C%½�}dÇ�Ï�Ð%±�·\¸�¹�û�ü�ý K Ø 3 Ì {x, y, z1}
Ô ²�. K Þ

±b¹ Ô Ò K5 ¹ õ�öbð�ñbò�ó Ô Ø Õ ï�°bÍ�Ðb·\îbÎbÏ K Ø K3,3 ¹qõbö�ðbñ�òbó ÔbÕ ±q· K ¹q²��bÌ%® 3 Ì\½
î(ï�²�. K Þ(±%´�º�²��"Ì(Ø 5 3d´ 1 3%½�¦�Þ%±�· r G2 ½�²���Ì%® 1 3µ´� �!�¶%±�·%¸�¹(´�º�§�¨\6^{(Î
Ó G′

1 ­��%°�±�ø(½�î\ï^P�Q%û�ü�ý�¹�¹�Í�ê�½ K ′ ­�¢�£ Ô º�Ò�"�#%®�©�Ï�%�±�·

�%� t G ~��	���	�	��ª���¨�« w � u ( ¬ w ��­	x�®	� ) ��¯�°�±�°	��²���~	�	�:��³�´�� K5µ
K3,3 {¶« w � u ��¯�°�±�°	���·« w � u ��¸�¹ (genus)1 x�º����> 	  F1 ��®	�:� 2 »�¼¶�¾½

¥�¿dx����8��º�����À�Á 2 x�º����8 	  F2 ��®	�:�ÃÂ�Ä�� n »�¼¶�¾½�¥�¿ ( ��Å	��¨�x	~	��Æ%�
� ) x�Ç ��º�����À�Á n x�º:���8 	  Fn ��® �:��È	����À�Á 0 x�º����ù 	  F0 �	¨ÊÉËª ���	�Ì

G � � Fn Í x 1 � 1 ÎÃÏ�� G x Fn Í x�¯�°�±����8 ¶� �
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Ð ¤
5.13 Ñ�Ò�x	�	� Ì {	�	��À�Á�x�º�� Í x�¯�°�±������	á	�

�%� Ì G �����Ê¯>°�±�°%��º�� x�À�Ádx�Ó�Ô����	�%� Ì x�¸�¹ (genus) �8 	  g(G) ��®%�:���
���	� Ì G { g(G) = 0 �	�	��� K5, K3,3 {��	� �	� Ì � {	��  x	� g(K5) = 1, g(K3,3) = 1 �
�	���
�%���	� Ì x�Õ	�d� w Á x�Öd�	~�×�´��d�����Ø¯�°�±�� f : G → Fn ����� Fn − f(G) x�Ù	� ~Ú�Û ����¢�x���¥ f ��Ü�Ý�Þ�ß�à�á (2–cell embedding) �8 ¶������� �	�	� Ì x�Ó�Ô�À�Á�xâº��

Í x�¯�°�±���{ Ú�Û ¯�°�±����	�	� (ã�ä � ?) �
�	�

5.14 f : G → Fn � ÚåÛ ¯�°�±�� �8����� G x�æâç�x�Á�� p ����x�Á�� q �	��x�Á�� r �8�
��� p − q + r = 2 − 2n �	�	���
�	�

5.15 è�é��	� Ì Kn (n >= 3) ����� g(Kn) =

⌈
(n − 3)(n − 4)

12

⌉
~��	�	� ���

�	�
5.16 �	� Ì x G ����� g(G) = n >= 1 �8����� χ(G) <=

⌈
7 +

√
1 + 48n

2

⌉
~��	�	�����

|�x�y	z�êÊë�{ 4 ì�y<z����¾í��åî��Ê����  ����|�x�y	z�� n = 0 ��ï�ð	� ��� 4 ì	y	z�~�ñË�
����Ç���ò�~����	~���ó�ô�õ�ö	 ��	�	���
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