
���������	��

#5 2003–6–29 ��

6 ������������������� "!�#%$����%&�')(+*%��,�-.,�/10�23�"*�4"5�$.6%4�����7�*%8�9�&�:%�.7�*1;/�/�<=��������>)�� �!�#�$">���&�'�(?*���,)-�,"/@0�2?��*)4�5�$"6�4.>�7�*1;+/A2CBD���FEG>��H"I���*�4�5�$�;+/J2K6@L+M�N�-+O�$�P%Q���R�S�T�&�U�V�,�/�B
W�X

6.1 G = (V, E)
4Y�=�Y��;Z#[$\B

V ] - C(k) = {1, 2, . . ., k} ^ �D_Y` c : V → C(k)
T

xy ∈ E
��;�a

c(x) 6= c(y)
4�b�9�#@L���4

G
�

k– c�d ;+/Y/�<@Q���e�, c
P�f�g�#[$�;�a

G
&

k– c�d�h�i T�j�$�;+/J2CB@Q��.e�, k
��k�l�m�4

G
� c�d�n ;+/�/ χ(G)

T�o�#DB
E ] - C(k) = {1, 2, . . . , k} ^ ��_=` c : E → C(k)

P� �!Y#�$�>
e, e′

��p@q
c(e) 6= c(e′)

4�b9�#@L��=4
G
�

k– r�c�d ;+/=/�<@Q��\e�, c
P�f�g=#�$�;\a

G
&

k– r�c�d�h=i TYj�$[;+/J2sBQ��"e�,
k
��k�l�m�4

G
� r�c�d�n ;+/�/ χ′(G)

T�o�#DB
t�u%v�w

6.1 x ����������7�*�y�&�/@z�- ] B�8�9�>�7�*�y�&�/@z�- ] B

7�*�y)4�{�|�$�9�}���~���;+/A2K���%4�����#)$�B=�����
G
�"p@q

H
4

G
�"���)�����);+#%$;

χ(H) <= χ(G)
P�����#�$�B

G
�����[�������������

(H 6=
⊂ G)

��p@q
χ(H) < χ(G)

P����Y#
$�;"a

G
&����

(critical)
T�j�$�;+/J2�B������"�

6.1
��������&�~���T�j�$

(
Q���6�4����

)
B�~��T�j�$�6%4���#���&������">

e
��p1q

χ(G− e) < G
4������%0+/�B%8�9�~���������&����)T�j$

(�=��] ?)
B�7�*�y�P

k
T�j�$�~���������4

k–
����������;+/J2�B

��w
6.2
�����������

G
&�~������������

H
T

χ(H) = χ(G)
;�,�$�L���4� �¡�B

��w
6.3 G

��7�*�y
k
��~�������������,�-+¢������ x y%&�£�,�z�;�L k − 1

T�j�$�B
Q"��6 ] - x P�¤J2CB¥
6.4
���)�������

G
�.p1q

χ(G) <= ∆(G)+1
<%Q�Q.T

∆(G) = max{ deg(v) | v ∈ V }
T�j�$�B

G = (V, E)
4Y���Y�¦;+#[$�B

V
�D���Y§�¨

V ′
PD�Y���

x, y ∈ V ′
�Dp©q

xy 6∈ E
4�b[9\#@;a

V ′
4�ª�«Y¬�@;+/F2CB

V1, . . . , Vk

P
V
�����Y§�¨�TD<

(1)
¢

Vi

&.®=��§�¨Y<
(2) i 6= j

��p@q
Vi ∩Vj = Ø

<
(3) V = V1 ∪ · · ·Vk

<=4�b�9�#1;�a�ª�«�¬��¯�°���±@;�²"³�B
(2)
<

(3)
4�b�9�#�;�a

V = V1 + · · ·+ Vk

;+´@zµB
k ¶ �\®���§�¨ ^ ����·�4�L¹¸�������4 k

��������;Z/J2CB
k
���Y���T�j�$�º�»�¼���½�¾�&

k–
7�*�¿�À�T�j�$�B
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1–
~"��������&

K1( Á�Â ,�������8�9�& 1 x �"Ã�Ä������ )
�.Å�T�j�$�B

2–
~"��������&�Ã�Ä)����

K2

��Å�T�j�$�B
3–
~"��������&�Æ�2+,�$�Ç�È@2CB

��w
6.5 G

P
2
��������T�j�$�º�»�¼���½�¾�&�É�Ê�Ë�Ì�Í�4�Î�9�,�/@Q�;�T�j�$�B

Q?O[4���#�9=}������[,������DÏ���Ð�Ñ[4�Ò�S�#[$�B
x, y ∈ V

��p©q
P = v0e1v1 · · ·ekvk

4
x] - y ^ ��Ó�T"k�Ô��%L���;+#)$�B1Q��);�a d(x, y) = k

;+Ò�S�#�$�;+<
d
&�Ð�Ñ��.Õ�Ö�4�b%9�#DB

t�u%v�w
6.2 d

P�Ð�Ñ���Õ�Ö�4�b�9�#�6�4�����B
×ÙØ

6.5 Ú"ÛÝÜ : 2 Þ�ßÙà"á"âäã"åçæ�èäé�êäë�ì"íäî"ïÝð"ñ�òäó?ôöõø÷"ù G ðäã"å"æÝè?éÝê?ë�ìçíäî%úûÙüøý�þ ô G = (V,E) âäÿ���í���������	�
"õäî"ô x0 ∈ V ê 1 ��� ü"ýÝþ ô
V1 = { x ∈ V | d(x, x0) â��� }, V2 = {x ∈ V | d(x,x0) âäã�� } ú ü��"ý�þ ú V = V1 + V2 úäí ÷øù î þ
Vi â������������ þ ï�ê���	�
 õ î¹ô x, y ∈ Vi � e = xy ∈ E ú í þ x, y â������ ì�ú ý�þ ô P = x0e1v1 · · ·xê x0 ó�ò x  "!�#�$�%�& Q = x0e

′

1v
′

1 · · · y ê x0 óÝò y  "!�#�$�% ú ýÝþ ô vi0 ê Q ú('�) þ vi !�*�� i â
#�+�!�,�!�ú ý�þ ô P ′ = vi0P ,Q′ = vi0Q ú ý�þ ú-& P ′ ú Q′ ð vi0 !�."��'")Ù÷"ù î þ ô P ′ !�/10�!�"ãú Q′ !�/10�!�"ãÝð�21� îÙô"3�!�ú�4 P ′eQ′ ð ãÙå"æ�èäé%úäí"5(6�7"ô
t�u%v�w

6.3 8 � 6.5
4:9�/<; =

3–
~"��������&�É�Ê�Ë�Ì�Í

(K3

4� �¡
)
T�j�$:>�6�4�����B

É�Ê�Ë)Ì"Í
C
�"p�q�;�&

χ(C) = 3, ∆(C) = 2
T�j�$.B 8�9"Ã�Ä������

Kn

�"p�q�;�&
χ(Kn) =

n, ∆(Kn) = n − 1
T�j�$�B@Q��:?%P�j�$���T:@BA����������.p@q:;:C

6.4
&

best possible
T�j�$

(
Q+OBD�ÏFE<G�T�a�,�/

)
B@q ] q�Q��:?�4BH�z�;IE<G�T�a�$�B

WBJ
6.6
É�Ê�Ë�Ì�Í@;+Ã�Ä�������DBK�������,������

G
��p1q:;

χ(G) <= ∆(G)
T�j�$�B

L w
6.7
Ã�Ä�������T�,�/

3–
���������

G
��p@q

χ(G) <= ∆(G)
P�����#�$�B

ÛöÜ x ê deg(x) = ∆(G) ú í þ�MON ú ýÝþ ô N(x) !�POQ"! 2
MON âOR�S1� ù î þ ú ýöþ ô�3:!öú�4

H = G[N(x), x] ð�T�UÝß"àøá�úäí þ ô�P�Q�! y ∈ V (H) ��VW� degH(y) = ∆(G) í�!�� V (H) ! M�N ��SX ý�þ�Y ð H ! Y !�Z"�"ðÙí?îÙô G !?ÿ��O[�õ"5 G = H ú?í þ â�3�\�ð�6�7�&�õ"÷Ùù 2
M�N

y, z ∈ N(x)

� yz 6∈ E úäí þ ,�!øâ���� ýÝþ ô G ð 3–ÿ���í�!�� G − y − z ðäÿ������ þ ô G − y − z ! M�N ê x ó�ò
! G − y − z ]"!�^�_Ýâ�`"î�a�óÝò(b"� x1, x2, . . . , xn ú ýÝþ ô�3�!�ú�4 xn = x ú í"÷"ùäî þ ô

G ! M�N ��c"!�d�� ∆(G)–e�f1�?ùäî1g ô�#�h"� y, z ��i�f 1 ê�j þ ô G1 = G[y, z,x1] ú ýÝþ ô"3�!�ú
4 xi (i > 1) � x1 ú�R�S1�äù?î þ�M�N â���� ý�þ ( k�lÝó ?)ô�3�!�ú�4 degG1

(x1) < degG(x1) <= ∆(G) í
!�� x1 ��e�f ý�þ ï�â�m:n���� þ ô xi−1 o ��e�f���4"ìÝú ý�þ ô i < n !Ýú�4 Gi = G[y, z, x1, x2, . . . , xi]ú ý�þ ú(& xj (i < j) � xi ú�R�Sp�?ùäî þ�M�N â���� ýöþ ô"3�!Ýú�4 degGi

(xi) < degG(xi) <= ∆(G) í�!
� xi ��e�f ý�þ ï�â���4 þ ô i = n !�ú�4 N(x) ð ý�q ù�e�fW0(\Ýù?î þ ô y ú z !�fÝâ�i�r?í�!���s�t1�ùäî þ fÝð�u"v ∆(G) − 1 f�í�!���&�w15�!�fÝê x ��e�f ý \"
Ùõ?îÙô
L w

6.8
~���,D�����Y���

G
��p@q

x, y ∈ V
P�f�g@q

G − x − y
P����[T�,BxDO��

xy 6∈ E
Tj�$"B

ÛÝÜ G − x − y = H1 ∪ H2 ú ý�þ ô o ì G1 = G[H1 ∪ {x, y}],G2 = G[H2 ∪ {x, y}] ú ý�þ ô G ð�y�zí�!�� χ(Gi) < χ(G) (i = 1, 2) í�!�� Gi ð χ(G) − 1 f"��e�f"��4 þ ô�e�f�ê�{�\�|�\ 1 �"� ü"ý�þ ô Gi

!�e�f"� x â xi � y â yi ��e�f}0(\Ýù î þ ú ýÝþ (i = 1, 2) ô xy ∈ E ú ûøüÙý�þ ú-& xi 6= yi ��� þ ô�~ σê χ(G) − 1 c"!��:��� σ(x2) = x1, σ(y2) = y1 ê�.öì ý ,�!�ú ý�þ ô G2 !�e�föê j ���"�çù σ(j) � ýöþï��"õ�5 G2 !��1� î�e�f�â�� ò�\ þ ô�3�!�e�f ú G1 !�e�fÝê���)�	Ýì�,�!Ùð G ! (χ(G) − 1)– e�f�ê��
� þ 3�\Ýð�6�7Ùô
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���
6.6 Ú"Û�Ü : χ(G) = 1 !�ú�4 G ð"�äñøí"ß"àÙá ô"3�\Ýð 1 c"!�T�U�ß"àÙá"í�!������10�\Ýù?î þ ô

χ(G) = 2 !öú�4 Y â 1 �p�+óÙíO��\�
 G ð 2 c�!�TOUÝß�àÙáO��� þ ô Y â 2 �O�O]��O� ýöþ ú�#�+Oc��
∆(G) ð 2 ��]�í�!�� ü�� ð���� ý�þ ô χ(G) = 3 !�ú�4���� 6.2 õ�5 χ(H) = χ(G) úäí þ y�z�íäÞ��Ýß"àá H â���� ý�þ ô����"��� 6.3 õ�5 H ð?ãÙåøæ�èäé"��� þ ô H = G í�ò��������"íø÷"ùäî þ ô H 6=

⊂ G íò H ! M�N � H ����! Y ��S X �?ùäî þ�M�N â���� ý�þ ô�{"! M�N !�c��öð 3 ��]�í�!���& ∆(G) >= 3 �
� þ ô

χ(G) >= 4 ú ý�þ ô |G| ���Ùî�ù�!���������� ý ô |G| õ"5-����â��10 î�ßÙà"á��� "�?ùøð�����ê û"ü"ý�þ ô
y�z�í"ßÙà"á����Ùî�ù ü�� ê���	"
�¡�¢"!"ßøàÙá����"î�ù���	 þ !�� G ð�y�z ú ûÙüøý�þ ô G �� "� ù ü��â����1� íäî ú û"üøýÝþ ô�£�¤ χ(G) > ∆(G) (= k ú(¥Wg ) ú û"ü"ý�þ ôO3�!�ú�4 G â 3–ÿO���"í þ ï�ê��ý ú(¦�� 6.7 õ�5(6�7Ýí�!�� ü�� â��10(\ þ ô�P�Q"! v ∈ V ��V1� H = G − v ð�������! ûÙü ê�§Ýì��?ùî þ !�� H â�T�UÝß"àçá��äã"å"æÝè é"��,Ùí���\B
 χ(H) <= ∆(H) â����1� ù?î þ ô H â�T�U�ß"àÙá"íöò
G ,�T�UÝß"à"á��"í þ !�� H â?ãÙå�æÝè?é ú ý�þ ú(& χ(G) = 4 í�!�� χ(G) > ∆(G) â���� ý�þ ì�¨��"ð
k = 3 â�©�ª���� þ ôO3�!�ú�4 G = K4 ú í�5�6�7"ôÙõø÷øù ãøåøæÝè é���,øí�g χ(H) <= ∆(H) â����W� ù îþ ô ∆(H) <= k − 1 ú ýÝþ ú G ð k–e�f�m�n��øí þ !�� ∆(H) = k ��� þ ô o ì χ(H) < k íÝò χ(G) <= kúäí þ !�� χ(H) = k ��� þ ôO��]Ýó�ò G ð ∆(G)– «�¬�����5&¯® G !�P�Q"! M�N x ��V1� H = G − x ð
k–e�f�m�n"��& H !�P�Q�!�e�f���VW� NG(x) ð ∆(G) f"��j%ò-\�ùäî þ ô±° (∗) ïÝâ���ó þ ô

H ! M�N � i ��e�fW0�\�ù?î þ�M�N U�²"!����Ýê Vi ú ý�þ ô N(v) ! ý�q ù�! M�N !�fÝð�³�íÙ÷"ù î þ !
��& i fÝâ�j ò(\�ùäî þ�M�N ê vi ú ý�þ ô Hij = H[Vi ∪ Vj ] (i 6= j) ú-¥"4�& vi ê�´�µ Hij !����Ýê Cij ú
¥Wg ô
(1) Cij ð vi ú vj ê�¶ N ú ý�þ�· ��� þ ô

Cij â vj ê�´ o í���\"
 Cij ��´ o \ þ�M�N !�fÝê�¸15-¹"� þ (i ��j%ò-\�ù þ�M�N ê j ��& j ð�{�!�º )ï��øõ"5 (∗) ��» ý�þ ô�õÙ÷"ù vj ∈ V (Cij) ��� þ ô
degCij

(vi) > 1 í�ò�
 NH(vi) �"ð j ��j ò(\�ì N â 2
N �:]���� ý�þ !���&�s�t10-\�ùÙí?î�f�,���� ýþ ô vi !�f�ê�{�!�f�������\�
 (∗) ��» ý�þ !�� degCij

(vi) = 1 ��� þ ô:i�d�� degCij
(vj) = 1 ê�� þ ô Cij

� degCij
(x) >= 3 ú í þ�M�N x â����W�?ì�ú ýÝþ ô NH(x) �Ùð i o ìÙð j ��j ò-\�ì M�N â 3 ����]�� þ !

��& i, j ���"��s�tW0�\�ù îÝí?î�f ` â���� ý�þ ô x ê ` �����Ùì�,�!�, k– e�f"�øíø÷øù�¥}5¼&�3�!�e�f��"ð
Cij ð vj ê�´�½��?îÝí?î�!���6�7øô�õÙ÷"ù Cij !�P�Q�! M�N x ��VW� degH(x) <= 2 ��� þ ô���]"�"õ�5 (1)â��}0(\Ýì?ô
(2) ³�í þ i, j, ` ��V1� Cij ú Ci` ð vi ��!�.�'") þ ô

vi ��'�)ø÷¹ù î þ !øð"� ñøí�!���&I{�\�����! N x ��'�)ø÷øù î þ ú ý�þ ú x ð i ��j ò�\�ù î þ ô NH(x)

�Ùð j ��j ò(\�ì M�N â 2 ��& ` ��j ò�\�ì M�N â 2 ����� ý�þ !���& i ���"��s�)�\�ù îÝí î�f�â���� ýÝþ ô
x ê�{�!�f"���"�Ùì�,�!�, k–e�f"�"íÙ÷"ù�¥15¼&"3�!�e�f��øð Cij ð vj ê�´"½��?î�íäî"!���6�7øô

G â 3–ÿ���!�ú�4øð�¦�� 6.7 õ�5�6�7øôZõ ÷¹ù G ð 3–ÿ����øðøí îöú ý�þ ô M�N v,w â����}� ù G−v−wðäÿ��"�øðÙí�ò í?îÙô G− v,w = H1 ∪H2 ú ý�þ ô�¦�� 6.8 õ"5 vw 6∈ E ��� þ ô H = G− v ú-¥}g"ú�&��¾ ú�i�r(¿�À�� (1), (2) â���� ýÝþ ô ∆(G) >= 3 í�!�� v1 ∈ V (H1), v2, v3 ∈ V (H2) ú û"ü �?ù�,�¡�¢�[�êÁ )øí?îÙô C12 ú C13 !�Â�a ú�, w ê�´ o í���\"
"íÝò?íäî"ô"3�\�ð (2) ��6�7 ý�þ ô
WBJ

6.9 [4 d WBJ ]
���%�:ÃBÄ<Å�������&

4–
7�*�¿�À�T�j�$�B

Q?O�4:Æ Â #�$�6�&:ÇBÈ�T�a�,�/�B@Q�Q"T�&�£@qIÉ�/BÊ�� x 4���#DB
WBJ

6.10 [5 d WBJ ]
�����:ÃBÄ<Å�������&

5–
7�*�¿�À�T�j�$�B

ÛöÜ |G| ���çî�ù�!��:�����I� ý ô |G| <= 5 ���çî�ù üO� ð��O� ýÝþ ô�~ |G| >= 6 � |G| õ�5��p0sîöß
àçá��I�Ùîöù ü�� �:�Ýê û�üÙýöþ ô��O� 5.11 õ�5 G !�Ë�Ì:cO� d(G) =

1

|G|

∑

v∈V (G)

deg(v) =
2‖G‖

|G|
<=

21



6|G| − 12

|G|
< 6 í�!���c�� 5 ! M�N x ê?ë��"ô������"! û"ü õ�5 H = G − x ð 5–e�f�m�n���� þ ô x !�c

�Ýâ 4 õ�5(�W0���\"
 G ð 5–eOf�m�nÝí�!�� x !�c���ð 5 ú��äù"õ îÙô NG(x) ! M�N v1, . . . , v5 ð x ê�*Í ��Î�Ï�Ð�5���Ñ"½�� î�ù�& vi ð i ��e�f10�\�ùäî þ ú�� ù"õ?î (i = 1, . . . , 5) ô ¾ ü�� !�ÒÝñ�*�ú�i�d"� Viê i ��e�f10�\Ýì H ! M�N !����%ú���& Hij = H[Vi ∪ Vj ] ú���& Cij ê vi ê�´�µ Hij !���� ú ý�þ ô Cij â
vj ê�´ o í���\"
 ¾ ü�� Ò�ñ�ú�i�d"� G ê 5–e�f"��4 þ !�� vj ê�´�µ ú ý�þ ô C13 ê�Ó"� þ ô C13 !äÞ��
��� ú��äù�Ô N v1 &�Õ N v3 ! · P â���� ýÝþ ô xvi = ei ú ýÝþ ô xe1Pe3x ðäåøæ�è?éÝí�!���Ë�Ö�ê 2 �"�
��_ ý�þ ô�¡�a�ð v2 ê�´�.�&�Z�a�ð v4 ê�´�½�� î þ ôçõø÷øù C24 â v4 ê�´�µ�!øð�×�m�n���� þ ôO3�\�ð�6
7Ùô
x ��>�7�*)�BØ%q:;ÚÙ�$"BD���%����������p1q χ′(G) >= ∆(G)

P�����#�$"6�& Â - ] Bç>�7�*)�Û ¨ x P�����#�$�B
WBJ

6.11
�����������

G
��p@q

∆(G) <= χ′(G) <= ∆(G) + 1

P�����#�$�B
ÛÝÜ Ü�Ý�!�×�2�Þ�ê�Ò�ñ ý \�
"õ?îçô ‖G‖ ���"î�ù�!����:����ÒÝñ ý�þ ô ‖G‖ = 0 !Ýú�4Ùð����W�?ù îþ ô ‖G‖ õ�5(�W0sî�ßÙà"á��� "�?ù����Ýê û"üÙý�þ ô
f α !�j ò(\�ì Y ê α–

Y ú�ß�àÙô o ì α–
Y ú β–

Y ê�'�á�� ë�� · ê α/β–
· ú�ß�àøô M�N v ��S X ý�þY !�*�� α–

Y â"í?î ú�4 v ð α ê�â�ã ý�þ úsîåä ô
G ð (∆(G) + 1)–

Y e�f�êäë�ì"íäî%ú û"üçý�þ ô�P�Q�! xy ∈ E ��V1� G − xy ð (∆(G) + 1)–
Y e�f�ê

,��"ô�3�!�ú�4 x ð�� þ f α ê�â:ãW�(& y ð�� þ f β ê�âOã ý�þ ô α = β í�ò�{"!�f"� xy ê�j þ ú G !
(∆(G) + 1)–

Y e�f�â�� ò(\ þ !���& α 6= β ��� þ ô y ó�ò�æ�ç ý�þ α/β–
· ��è�+�í�,�!Ùê�Ó�� þ ô"3�! ·

!�Õ N â x �"í���\"
�&�3�! · ê�é�� ý�þ�Y !�. α– f ú β– f�ê�ê�¹�� þ ï��Ùõ"5 x ú y â�i�r-f α ê�â�ãýÝþ !���6�7"ôÝõ"÷Ùù�c�â���� ý�þ ô
(∗) P�Q�! xy ∈ E ú G − xy !�P�Q"! (∆(G) + 1)–

Y e�f���V}� x â α ê�â�ã1�(& y â β ê�â�ã ý \�
�& yóÝò�Ô o þ è�+Ýí α/β–
· ð x ��Õ") þ ô

xy0 ∈ E ú ý�þ ô G0 = G−xy0 ð (∆(G) +1)–
Y e�f c0 êäë��øô x ð c0 �� ��?ù�� þ f α ê�â�ã}�?ù îþ ô y0 ð�� þ f β0 ê�â�ã}� ù î þ ô xy ∈ E � c0(xy) = β0 ú í þ ,�!øâ����1� í���\"
 xy0 � β0 ê�j þ ï

�Ùõ�5 G ! (∆(G) + 1)–
Y e�f�â�� ò(\ þ ô�3�\�ð�6�7�í�!���&�{"!�d�í y ð���� ý�þ ô�{�\Ýê y1 ú ý�þ ô

y0, y1, . . . , yi â�ë�
�\�ù?î þ ú ý�þ ô yi ð βi ê�â�ã}�?ù?î þ ú ýÝþ ô�3�!Ýú�4 xy ∈ E � c0(xy) = βi ó��
P�Q"! j (j = 1, . . . , i) ��VW� y 6= yj ú?í þ ,�!"â��:� ý�þ úI4 y = yi+1 ú ý�þ ôO{"!�dÝí y â����1�äíî ú�4"ð�3�!�ì�í�ê�î�¨ þ ô y0, y1, . . . , yk ê�3�!�ì�í����%ò�\�ì N�ï ú ýÝþ ô Gi = G − xyi ! (∆(G) + 1)–Y e�f ci ê xyj (j < i) ��V1� ù"ð ci(xyj) = c0(xyj+1) &�{�\�����! e ��VW�?ù"ð ci(e) = c0(e) ú ü��çýþ ô Y e�f c0 �� "�äù yk ð β = βk ê�â�ã1� ùäî þ ú ý�þ ô"3�!�ú�4 Y e�f ck �� ��?ù�, yk ð β ê�â�ã
�äù î þ ô x â β ê�â�ãW�?ù?î þ ú-& xyk � β ê�j þ ï"�Ùõ"5 G ! (∆(G) + 1)–

Y e�f�â��%ò-\ þ !���& xð β ê�â�ãW�?ùäî�í î"ô k !�è�+�[�õ�5�� þ i (0 < i < k) â����1� ù c0(xyi) = β úäí þ ô P ê Gk ��¥"�þ
ck ��  ý�þ yk ê�Ô N ú ý�þ è�+�í α/β–

· ú ýÝþ ô (∗) õ"5 P ð x ê�Õ N �äë��"ô x ð α ê�â�ã ýÝþ !
��#�Ü"! Y ð β–

Y ��� þ ô β = c0(xyi) = ck(xyi−1) õ"5(#�Ü"! Y ð xyi−1 ��� þ ô P = Q · yi−1x · x ú ýþ ô Gi−1 ��¥øî�ù ci−1 �� ��?ù yi−1 ð β ê�â�ã1� ùäî þ !�� yi−1 ê�Ô N ú ý�þ α/β–
·

P ′ ð (∗) õ�5 xê�Õ N �?ë��Ùô · P ′ ð�¡�Q�ðÝí:!���#�h"!?Þ���ð Q−1 ú-¡�ñ ý�þ ô�£"¤ P ′ ð yk ê�ò þ ôW�?ó"� yk ð βê�â�ã ýÝþ !���3�! · P ′ ð yk ��Õ�) þ ô"3�\Ýð�6�7Ùô
Ò�Ö

6.11 ] -�������& χ′(G) = ∆(G)
�BóDË<ô���L��[;

χ′(G) = ∆(G) + 1
�Bó\Ë<ô���L��Y�

2
¸���Ì��Bõ�����O)$�6�P"� ] $.B1Æ��%0�2+,�������P�Æ:ö)-��Bó"Ë<ô���,�$ ] ;+/J2s6��BØ)q:;&�j�8ø÷�0�z+�<ùB;�&�/�,�/�B

2
�%�������BØ�q:;�& x P�����#�$�B
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6.12

�����
2
�%�����

G
��p@q

χ′(G) = ∆(G)
P�����#�$�B

ÛÝÜ ‖G‖ ���çî�ùO!����:����� ý ô ‖G‖ = 0 !Ýú�4çð���� ý�þ ô ‖G‖ õ�5��10 î ú�4����öê ûÙüçý�þ ô
G − xy ð�������! ûøü ê�§�ì ý !�� ∆(G − xy)–

Y e�f�â���� ýÝþ ô ∆(G − xy) < ∆(G) íÝò G ð ∆(G)–Y e�f�êäë��"!�� ∆(G− xy) = ∆(G) ú ýÝþ ô degG−xy(x) < ∆(G) í�!�� x ð�� þ α ê�â�ã ý�þ ôOi�d"�
y ð�� þ β ê�â�ã ý�þ ô α = β íÝò xy � α ê�j þ ï��"õ"5 G ! ∆(G)–

Y e�fÝâ��%ò-\ þ ô�õÙ÷"ù α 6= β

� y ð α–
Y ê?ë�� ú ûçü �äù"õäî"ô y ê�Ô N ú ýöþ è�+�í α/β–

·
P ê�Ó"� þ ô P â x ê�ò þ ú x â�Õ Núäí þ ô�#�Ü�! Y ð β–

Y í�!�� P !�/10?ð������� þ ô�3�!�ú�4 P · xy · y âäã"å"æÝè?é��"í þ !���6�7ÙôõÙ÷øù P ð x ê�ò%ò?íäîçô P ! Y ���çî�ù α ú β ê�j15?óO� þ ï"�Ùõ"5 x, y ú"� α ê�âOã ýÝþ ∆(G)–
Y

e�f�â�� ò(\ þ !���&"3�\Ýó�ò G ! ∆(G)–
Y e�fÝâ��%ò-\ þ ô

t�u%v.w
6.4

Ã�Ä)��������p1q:;�&:û�y%P:ü�y��%;�a�&
χ′(G) = ∆(G)

<çÉ�y��);�a�&
χ′(G) =

∆(G) + 1
;�,�$�6�P:ý@-+O<;�/�$�B<þ���6�4 x ��¤�/�����B

(1)
k ÿ�� ü)y[� Û ¨��D� #�B

χ′(Kn) >= ∆(Kn) = n − 1
, �)T

n − 1–
>)7Y*�P\f)gY#)O¦�

χ(Kn) = n − 1
P���$DB�����4

0, 1, . . ., n − 1
;�q:;

0
4 ��� ;+#[$��DÏ��

1
4���Ï©;�q ;

1, . . . , n− 1
4��	��
������#)$

( � & n = 6)
B

0
;

1
4���³�>�<

2
;

n− 1
4���³�>�<

· · ·
< n

2; n

2
+ 1
4���³�>���*

1
4�5�$�B�����>�4���*@q:;

n − 1
>�7�*)4�Ã����+�@0+B

(2) x � n
P�É=y � Û ¨ 4�M¦N $�B�Ò)Ö

6.11
4F9Y/�,�z ;�L

Kn ⊆ Kn+1

,)�YT
χ′(Kn) <=

χ′(Kn+1) = ∆(Kn+1) = n = ∆(Kn) + 1
&�� ] $�B Kn

P
n − 1–

>�7�*�4�Î�¸@;�q:;�����4�1x.B
( ����� : Kn

P
n− 1–

>�7�*�4.Î<;��
Kn

�">
E
&���/)���%V�-",./

E1, . . . , En−1

�� ] O�$�B<þ�q�;�¢ Ei

&������ � ����,BùB;�/�$�B n
P�É�y���;"a�&�Q���e�,���·%&���¿�ÀT�j�$�B

)

0

1

2
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