
　グラフ理論要綱 #1　

0 はじめに
「情報の取得と解析」を学んで来たが，ここでは「情報の表現」

としてのグラフ理論を学ぶ。
次の図は OSが unixである computerの directoryの一部を表示

したものである。subdirectoryであることを親 directoryからその
subdirectoryへ線分を引くことで表している。
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directoryを点で置き換えると，通常我々が見るグラフが登場する。
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講義のプリントはhttp://math.cs.kitami-it.ac.jp/ k̃ouno/kougi.html(Renandi

から辿れる)においてある。
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次の図は東京の山手線，中央線，総武線の一部の地図である。方
角等は正確ではないがつながり方は正確なので，電車で移動するた
めには十分である。
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「はじめに」の最後はパズルを考える。� �
8ℓ入りの容器に水がいっぱい入っている。他に 5ℓ入り，3ℓ入
りの容器がそれぞれ 1個ある。水を 4ℓずつに分けたいとする。
どのようにすればよいか。� �
試行錯誤でやればできるが，ここでは向きつきグラフを使って考

える。8ℓ, 5ℓ, 3ℓの容器に入っている水の量がそれぞれ a, b, cのとき
その状態を abcと表す。最初の状態は 800である。5ℓ容器に 5ℓ移
動すると状態は 350となる。800から 350へ移動可能なので矢印を
書く。この様な状態・矢印をすべて書き出すと次のようになる。
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これらの他にもグラフで表現することに適したデータは沢山あ
る。この講義ではグラフ理論の基礎に関して述べる。
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1 グラフの定義
どの範囲のものをグラフを考えるかということに関して 3つの立

場がある。グラフを最も広い範囲で考えるのは，1つの頂点から自
分自身へ結ぶ辺 (loopと呼ばれる)を認める立場である。2つ目は
loopは認めないが，多重辺 (両端点が同じである 2つの辺)は認め
る立場。3番目は loopも多重辺も認めない立場である。
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上の例でいうと，すべてグラフと認めるのが一番目，真ん中と右
の 2つをグラフと認め，左を認めないのが 2番目の立場，右だけを
グラフと認め，他を認めないのが 3番目の立場である。
ここでは 3番目の立場をとる。
3番目の立場では loopを含まないが多重辺をもつ「グラフ」を多

重グラフ (multigraph)と呼ぶ。また loopをもつ「グラフ」(多重辺
を含んでもよい)を準グラフ (pseudograph)という。
辺に向き (direction)をつけて考えることもある。このようなグラ

フを有向グラフ (directed graph)という。ネットワークなどを考え
るときは有向グラフを考える。この講義では有向グラフは扱わない
ことにする。

今まで「グラフ」という言葉を既知のものとして扱ってきたが，
グラフに関して議論するためには，グラフをきちんと定義する必要
がある。
「グラフ」はさしあたり「頂点」と呼ばれる点が「辺」と呼ばれ
る線で結ばれた図形と考えることができる。しかし図形をグラフと
考えると種々の問題が発生する。
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上図左のグラフは 6つの頂点と 9つの辺をもつグラフであり，交
点のように見える 5つの点は頂点ではないと考える。即ち上図右と
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は異なるグラフと考える。そうだとするなら図形でグラフを実現す
るには「交点」で辺に上下をつける必要がでてくる。
次図左と中央は上下をつけたものであるが，上下のつけ方は異

なっている。これらを異なったグラフと考えるのか。また次図右の
ようになるべく交点を減らしたグラフは前と異なるものと考える
のか。
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そこでグラフの定義は幾何的 (図形的)にではなく，組み合わせ的
に定義する。ただし人間は視覚的な動物なので，図形のグラフはそ
の「表現」と考え，有効に使用する。

定義 1 グラフ (graph) Gとは有限集合 V と V の 2元からなる部分
集合全体の集合 [V ]2 のある部分集合Eの組G = (V,E)の事と定義
する。
V の元を頂点 (vertex)と呼び，Eの元を辺 (edge)と呼ぶ。

V = { a, b, c, x, y, z }とする。e1 = { a, x } , e2 = { a, y } , e3 =

{ a, z } , e4 = { b, x } , e5 = { b, y } , e6 = { b, z } , e7 = { c, x } , e8 =

{ c, y } , e9 = { c, z }とおきE = { e1, . . . , e9 }とするときG = (V,E)

とする。
図の「グラフ」はすべてこのグラフ Gの表現と考える。
e = {x, y}のとき e = xyと書いて (xy = yxであることに注意)，

x(または y)は eに接続している (incident)といい，xと yは隣接し
ている (adjacent)という。2つの辺 e ̸= f が共通の端点をもつとき
隣接するという。

グラフG = (V,E)の頂点集合，辺集合をそれぞれ

V = { v1, v2, . . . , vn } , E = { e1, e2, . . . , em }

とする。n×m行列M(G) = (mij)を{
mij = 1 viは ejの辺
mij = 0 viは ejの辺でない

と定義する。この行列をGの接続行列 (incident matrix)という。
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n× n行列A(G) = (aij)を{
aij = 1 vivj ∈ E

aij = 0 vivj ̸∈ E

と定義する。この行列をGの隣接行列 (adjacent matrix)という。
これらは computer上でグラフを表現する 1つの方法である。

演習問題 1 A = (aij)をグラフの頂点集合を隣接行列とする。こ
のときA2 = AAの (i, j)成分が何を意味するか考えよ。また一般に
自然数 kに対しAkの (i, j)成分が何を意味するか考えよ。

2 グラフ理論の定理から
グラフ理論を概観するため代表的な幾つかの定理を紹介しよう。

オイラーの定理 (オイラー回路) : 連結なグラフにオイラー回路 (Eu-

lerian circuit)が存在する必要十分条件は各点の次数が偶数である
事である。

ディラックの定理 (ハミルトンサイクル) : 頂点数 n >= 3で，各頂点

の次数が
n

2
以上の任意のグラフはハミルトンサイクル (Hamilton

cycle)を持つ。

4色定理 (彩色問題) : 平面上の地図は 4色で塗り分けられる。グラ
フ理論の言葉で言うと，平面的グラフは 4彩色可能である。

結婚定理 (マッチング) : 2部グラフG = (V,E) (2部グラフの頂点
の分割を V = A ∪ Bとする)がAのマッチング (matching)を持つ
必要十分条件は任意の S ⊆ Aに対し |N(S)| >= |S|が成立する事で
ある。

クラトフスキーの定理 (平面グラフ) : 非平面的グラフGはK5ま
たはK3,3の細分を部分グラフとして含む。

メンガーの定理 (連結度) : Gの異なる 2頂点 x, yに対し xと yを分
離する頂点の個数の最小値は互いに素な x–y道の本数の最大値に一
致する。
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ラムゼーの定理 (ラムゼイナンバー) : 任意の自然数 rに対しある自
然数 nが存在して，n頂点以上の任意のグラフは誘導部分グラフと
してKrまたはKrを持つ。

定理理解のため定義を述べる。

• グラフG = (V,E)のなかの歩道 (walk)Wとは頂点の列v0v1 · · · vn
の事，ただし ei = vi−1vi ∈ Eとなっているとする。特に v0を
始点 (initial point,initial vertex)，vnを終点 (terminal point)

と呼ぶ。

• グラフGの任意の 2点に対し，一方の点を始点に他方の点を
終点に持つ歩道が存在するとき，Gは連結 (connected)である
という。

• グラフGにおける歩道W : v0v1 · · · vn−1vnが同じ辺を含まな
いとき，つまり i ̸= jに対し vi−1vi ̸= vj−1vjをみたすとき，小
径 (trail)という。両端点が同じ (v0 = vn)である小径を回路,

閉小径 (circuit,colsed trail)という。

• グラフGにおける回路WがGのすべての辺とすべての頂点を
含むときオイラー回路 (Eulerian circuit)という。小径がすべ
ての辺と頂点を含むときオイラー小径 (Eulerian trail)という。

• グラフ Gの頂点 v に対し，v と接続する辺の数を v の次数
(degree)といい，degG(v)で表す。Gが明らかなときは deg(v)

とも書く。

• 歩道において vi ̸= vj(i ̸= j)となっているとき道 (path)と
いう。

• P := v0 · · · vnが道であり，vnv0 ∈ Eかつ n >= 2のとき C :=

v0 · · · vnv0を閉路 (cycle)と呼ぶ。

• グラフGのサイクルがすべての頂点を含むときハミルトンサ
イクル (Hamilton cycle)という。

• グラフ G = (V,E) とする。写像 c : V −→ { 1, 2, . . . , n }で，
vw ∈ Eのとき c(v) ̸= c(w)を満たすものをn–彩色 (coloriong)

という。n–彩色が存在するグラフを n–彩色可能なグラフと
いう。

• グラフGの表現 G̃で平面に埋め込み可能なものが存在すると
きGを平面的グラフ (planar graph)という。
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• G = (V E)が次を満たすとき 2部グラフ (bipertite graph)で
あるという。A ∩ B = /Oをみたす A,B により G = A ∪ B

と表されており，任意の x, y ∈ Aに対し xy ̸∈ Eかつ任意の
x, y ∈ Bに対し xy ̸∈ Eが成立している。

• M ⊆ Eがマッチング (matching)であるとは，任意の e1, e2 ∈
M に対し e1と e2が隣接しないときをいう。

M に対し ∂M = {v | ∃w ∈ V vw ∈ M }とする。マッチング
M が U ⊆ ∂M を満たしているときM を U のマッチングと
いう。

• 有限集合Aに対しAの要素の個数を |A|と書く。

• 頂点 vに対し {w ∈ V | vw ∈ E }を vの近傍 (neighborhood)

といいNG(v)と書く。Gが明らかなときはN(v)とも書く。

S ⊆ V に対しN(S) = ∪v∈SN(v) = Sを Sの近傍という。

• グラフ G = (V,E)とグラフ H = (W,F )に対しW ⊆ V が
成立しているとき H を Gの部分グラフ (subgraph)という。
H ̸= Gである部分グラフを真部分グラフ (pure subgraph)と
いう。

Gのすべての真部分グラフが平面的であるが，Gが平面的で
ないとき，Gは極小な非平面的グラフという。

• 任意の 2頂点を結ぶ辺が存在するようなグラフを完全グラフ
(complete graph)という。頂点数が nの完全グラフをKnと
いう記号で表す。

• V = A∪B，E = {uv | u ∈ A, v ∈ B }とするときG = (V,E)

を完全 2部グラフ (complete bipartite graph)という。|A| =
n, |B| = mのときこのグラフをKn,mで表す。

• x ̸∈ V, yz ∈ Eとする。(V ∪ {x } , E − { yz } ∪ { yx, xz })を
V の細分 (subdivision)と呼ぶ。細分を有限回行って得られる
グラフも細分と呼ぶ。

• S ⊆ V とする。V1 = V − S,E1 = E − {vw ∈ E | v ∈ S }と
おき V − S = (V1, E1)と定義する。v ∈ V に対し V − { v }を
V − vとも書く。

• 始点が x，終点が yの道を x-y道という。始点と終点以外の
頂点を内点 (interior point)と呼ぶ。内点を共有しない 2つの
x-y道を素 (disjoint)であるという。
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• G = (V,E)は連結，x, y ∈ V とする。S ⊆ V に対し V −Sに
x-y道が存在しないとき，Sは xと yを分離する (separate)と
いう。

• S ⊆ V に対しE1 = {vw ∈ E | v, w ∈ S }とする。(S,E1)をS

から誘導される誘導部分グラフ (induced subgraph)という。

• グラフG = (V,E)に対しE = [V ]2 − Eとする。(V,E)をG

の補グラフ (complement graph)といい，Gと書く。

3 グラフの基礎など
グラフの扱いに慣れるため，ここで頂点数の少ないグラフをすべ

て書き出すことを試みよう。
最初にグラフの同型を定義する。

定義 2 2つのグラフG1 = (V1, E1)，G2 = (V2, E2)が同型 (isomor-

phic)であるとは次の様な写像が存在することをいう。

f : V1 −→ V2

は全単射であり

vw ∈ E1 ⇐⇒ f(v)f(w) ∈ E2

を満たす。このときG1
∼= G2と書く。

2つのグラフの関係で重要なのはイコール (=)ではなく同型 (∼=)

である。例えば 1点からなるグラフでも V1 = { 0 } , V2 = { 1 }とし
てG1 = (V1, /O), G2 = (V2, /O) とするとG1 ̸= G2である。我々は通
常同型なグラフを「同じ」と考える。

次の 2つのグラフは一見異なる様に見えるが，a 7−→ z, b 7−→
y, c 7−→ x, d 7−→ w, e 7−→ uという対応で同型であることが分かる。
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V が空集合のとき [V ]2は空集合なので，E ⊆ [V ]2となる集合E

は空集合のみである。(/O, /O)を空グラフという。空グラフをグラフ
と認めない立場もある。我々は認める立場とする。V が 1点からな
る集合のとき，[V ]2は空集合なので，やはりE ⊆ [V ]2となる集合
Eは空集合のみである。よって V が 1点のときグラフは ({x } , /O)

しかない。このグラフを自明なグラフと呼ぶ。
有限集合Xに対し ♯Xを集合Xの元の個数とする。グラフG =

(V,E)に対し，♯V をグラフ Gの位数 (order)といい，|G|で表す。
♯Eを辺数といい，∥G∥で表す。
位数 n，辺数mとする。位数 nのグラフの辺数は最大で nC2な

ので
m <= nC2

が成立する。n = 2のときは次の２つである。ただし実線は辺が存
在していることを，破線は存在しないことを表す。

• •___ • •

n = 3で初めて cycleを持つグラフが登場する。cycleを持たない連
結なグラフを木 (tree)と呼ぶ。木はデータ構造を表現する上で重要
なグラフである。
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n = 4では同じ辺数を持つ複数の木が登場する。

•

• •

•

�
�
�
�

____

�
�
�
�

_ _ _ _ •

• •

•

____

�
�
�
�

_ _ _ _ •

• •

•�
�
�
�

_ _ _ _ •

• •

•

____

_ _ _ _ •

• •

•_ _ _ _ •

• •

•����������

�
�
�
�

_ _ _ _

cycleを持つものは次である。

•

• •

•??????????

•

• •

• •

• •

•??????????

•

• •

•??????????

•

• •

•??????????

����������

2つのグラフG = (V,E)とH = (W,F )の間にW ⊆ V, F ⊆ Eの
関係があるときHをGの部分グラフ (subgraph)と呼ぶ。頂点数 n

のグラフG = (V,E)は完全グラフKn = (V, [V ]2)の部分グラフに
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なっている。(V, [V ]2 −E)をGの補グラフ (complement graph)と
いいGと書く。
G1

∼= G2 のとき G1
∼= G2 である。|G| = n, ∥G∥ = mのとき

∥G∥ = nC2 −mである。辺の数がmのグラフをすべて列挙すれば，
その補グラフを考えることにより，辺の数が nC2−mであるグラフ
も分かる。よって n = 5の場合m >= 5を列挙する。
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演習問題 2 次図の 2つのグラフが同型かどうかを判定せよ。
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ヒント： 同型の場合は同型対応を見つければよいが，同型でな
いときはそのことを証明する必要がある。グラフが同型であれば対
応する頂点の次数は等しい。よって 2つのグラフの次数をすべて書
き並べたものが異なっているときグラフは同型にはならない。
これで判定できればよいのだが，この問題はそれではできない。

もう少し詳しく考察する必要がある。

演習問題 3 次図のなかで同型なものはどれか。同型でないのはど
れか，判定せよ。
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ヒント：これらのグラフは頂点の次数がすべて 3(このようなグラ
フを 3–regular graphという)なので，次数の議論は使えない。そこ
で cycleに着目してみる。1個の cycleではうまくいかないかもしれ
ないが共通辺をもつ複数の cycleで特徴的なものを探してみるのも
よいかもしれない。

演習問題4 グラフG = (V,E)に対しδ(G) = min { deg(v) | v ∈ V }
とおく。
(1) δ(G) >= 2ならグラフGはサイクルをもつことを示せ。
(2) δ(G) >= 2ならグラフGは長さ δ(G) + 1以上のサイクルをもつ
ことを示せ。ヒント：最長の長さの道の始点の周りの状況を調
べよ。

演習問題 5 |V | > 3とする。V の任意の 3点から定まる誘導部分
グラフがすべて同型になるようなグラフをすべて決定せよ。
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G = (V,E)と S ⊆ V に対しES = {uv ∈ E | u, v ∈ S }とすると
きH = (S,ES)を Sから定まる誘導部分グラフという。

演習問題 6 |V | > 4とする。V の任意の 4点から定まる誘導部分
グラフがすべて同型になるようなグラフをすべて決定せよ。
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