
　グラフ理論要綱 #2　

4 平面グラフと4色問題
4色問題とは地図で隣の国と違う色を塗るとき，どんな地図でも

4色で塗れるかという問題である。地図業者の間では経験的に知ら
れていた事らしいが，数学的に問題にされたのは 19世紀後半のこ
とである。
何人かの数学者がそれを証明したと論文を発表したが，その後間

違いを含んでいることが分かった。その中ではケンプが最も有名か
もしれない。彼の方法を用いると 5色定理が証明できる。20世紀前
半を通じてグラフ理論の未解決問題の最も有名な問題であった。
1976年にアッペルとハーケンが computerを用いる証明を論文と

して発表した。この論文に対しては問題も指摘されたが，証明その
ものは「正しい」ものと認められているようである。

4色問題を考えるため，最初にグラフの「表現」を定義する。グ
ラフG = (V,E)に対し G̃ = (Ṽ , Ẽ) が以下を満たすときGの表現
または幾何学的表現と呼ぶ：
(1) ṽ ∈ Ṽ はユークリッド空間R3内の点である。
(2) ẽ ∈ ẼはR3内の単純曲線である。ここで単純曲線とはある閉
区間からR3への単射 c : [ a, b ]−→ R3 に対し ẽ = c([ a, b ])となっ
ていることをいう。c(a), c(b)を ẽの端点という。
(3) ẽの端点 ṽ1, ṽ2は Ṽ の元である。また ẽ ∩ Ṽ = { ṽ1, ṽ2 }を満
たす。
(4) ẽ1, ẽ2 ∈ Ẽに対し ẽ1 ̸= ẽ2ならば ẽ1 ∩ ẽ2 ⊆ Ṽ である。
(5) 全単射 f : V −→ Ṽ および全単射 g : E −→ Ẽが存在して

vw ∈ E ⇐⇒ f(v), f(w)は g(vw)の端点

が成立する。

演習問題 7 任意のグラフが幾何学的表現をもつことを示せ。

グラフG = (V,E)の表現 G̃ = (Ṽ , Ẽ) に対し ∪
ẽ∈Ẽ

ẽ を考える。混

乱のおそれのないときは G̃ = ∪
ẽ∈Ẽ

ẽとも書くことにする。G̃はR3内

の幾何的集合であるが，これが特に { (x, y, 0) | x, y ∈ R }に含まれ

講義のプリントはhttp://math.cs.kitami-it.ac.jp/ k̃ouno/kougi.html(Renandi

から辿れる)においてある。
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ているとき，G̃は平面的な実現であるという。{ (x, y, 0) | x, y ∈ R }
は平面R2と同相なので G̃ ⊆ R2と考えてもよい。
Gが平面的実現 G̃を持つときグラフGが平面的 (planar)であると

いう。平面的な実現 G̃をグラフとみなし，平面グラフ (plane graph)

と呼ぶことにしよう。
G̃を平面グラフとするとき，R2 − G̃の各連結成分を G̃の面と

いう。
平面グラフを「地図」と思いたいのであるが，「地図」のグラフ

には多重辺が存在する場合がある。そこでしばらくは多重辺も認め
て多重グラフを考える。多重平面グラフ G̃に対しその双対グラフ
(dual graph)を次の様に定義する。G̃の各面に対しその面の中に頂
点を 1つとる。2つの面が辺で接しているとき，その辺と交わる辺
をとり，面に対応する頂点を結ぶ。このようにして平面グラフ H̃を
構成することができる。このグラフを G̃の双対グラフという。
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平面グラフ G̃とその双対グラフ H̃を考える。グラフ G̃の面に色
を塗ることはグラフ H̃でいうと頂点に色を塗ることに対応する。そ
こで次を定義する。

定義 3 G = (V,E)をグラフとする。V から C(k) = { 1, 2, . . . , k }
への写像 c : V −→ C(k)で xy ∈ E のとき c(x) ̸= c(y)を満たす
ものをGの k–彩色 (k–coloring)といい，この様な cが存在すると
きGは k–彩色可能であるとう。この様な kの最小値をGの彩色数
(chromatic number)といい χ(G)で表す。

演習問題 8 次のグラフの彩色数はいくらか。

• SSSS

•�
��
�

•
55
55

•hhhh
•
����

• •^^^^^^^^^^^

•
������������

• FFFFFFFFFFFF• uuu
uuu

uuu
uuu

((
((
((
((
((
((

qqqqqqqqq

%%%%%%%%%

[[[[[[[[[��
��
��
��
�

AA
AA

AA
AA

A

���������

KKKKKKKKK

zz
zz
zz
zz
z

,,
,,
,,
,,
,

aaaaaaaaa

•

14



地図「グラフ」の双対グラフは一般に多重グラフになるが次が成
立するので，多重辺のない「グラフ」で考えればよいことが分かる。

命題 4 Gを多重グラフとする。Gが多重辺を含むとき，各多重辺
に対し，1本を残して他の辺を除いてできるグラフをG′とすると，
χ(G) = χ(G′)が成立する。

4色問題は次の様に定式化できる。� �
平面的グラフGに対して χ(G) <= 4が成立するか。� �
4色問題は肯定的に解かれていて 4色定理と呼ばれるが，ここで

その証明を与えることは勿論できない。ここでは次の 5色定理を証
明する。

定理 5 5色定理 任意の平面グラフは 5–彩色可能である。

この定理の証明のため，平面グラフの頂点・辺・面の数に関する
次の定理を必要とする。

定理 6 [Eulerの定理] Gを連結なグラフとし，頂点の数を p，辺の
数を q，面の数を rとするとき p− q + r = 2が成立する。

定理 37の証明には次の命題を使用する。ここで木 (tree)とは連
結でサイクルを含まないグラフを意味する。

命題 7 T = (V,E)をグラフとし，頂点の個数を p，辺の個数を qと
するとき，T が木である必要十分条件は p− q = 1である。

証明 pについての帰納法で示す。p = 1のときは q = 0しかあ
りえない。このときグラフは木である。pより小さいとき成立を
仮定する。T = (V,E)には葉 (次数 1の頂点)が存在する (演習問
題 9参照)。その点を vとし，vに接続する辺を eとする。このとき
T ′ = (V − {v}, E − {e})も木である。この木の頂点数は p − 1で，
辺数は q− 1である。帰納法の仮定から，(p− 1)− (q− 1) = 1とな
り p− q = 1が成立する。

逆に p− q = 1とする。
∑
v∈V

deg(v) = 2q = 2(p− 1) である。すべ

ての頂点の次数が 2以上なら
∑
v∈V

deg(v) >= 2pとなるので次数 1の

頂点 vが存在する。その点を vとし，vに接続する辺を eとする。こ
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のとき T ′ = (V −{v}, E −{e})は (p− 1)− (q− 1) = 1 を満たして
いる。帰納法の仮定から，T ′は木である。よって T も木である。

演習問題 9 木には次数 1の頂点が存在することを示せ。

グラフG = (V,E) と v ∈ V に対しG− vを次で定義する：

E ′ = {e ∈ E | eは vを端点に持たない}

とするときG− v = (V − { v } , E ′)と定義する。
辺 e ∈ Eに対してG− e = (V,E −{ e }) で定義する。2つの定義

の非対称性に注意。

定理 37の証明 : 定理 37は命題 38 を出発点とする qに関する帰
納法で証明できる。
pを固定し qについての帰納法で示す。q < p− 1のときグラフは

連結にならない。よって出発点は q = p− 1である。このとき命題
38によりG = (V,E)は木である。平面上の木は平面を 2つ以上に
分割しない。よって面の数は 1である。このとき p− q+ r = 2が成
立する。
q >= pのとき，命題 38により Gは木ではない。よってサイク

ル C とその上の辺 eが存在する。eを境界とする面は 2つ存在す
る。即ち eを境界とする面をX1, X2とすると，X1 ̸= X2である。
G′ = G−eとすると，G′は連結な平面グラフで |G′| = p, ∥G′∥ = q−1

である。面はGの面X1, X2以外は同じでX1とX2が同じ面X に
なっている。よってG′の面の数は r− 1である。帰納法の仮定より
p− (q − 1) + (r − 1) = 2が成立するので，p− q + r = 2が成立す
る。

演習問題 10 オイラーの定理は連結でないグラフにたいしてはそ
のままでは成立しない。しかし少し変えてやると連結でないグラフ
にも拡張できる。連結でないグラフのいくつかの例に対し (頂点の
数)−(辺の数)+(面の数)を計算し，一般の形を予想し，それを証明
せよ。

定理の証明の途中で次の定理を断わらずに用いている。この定理
は当り前の様に見えるがきちんと証明しようとすると難しい。

ジョルダンの閉曲線定理 : 平面上の単純閉曲線は平面を 2つに分割
する。

定理 37から次が従う。オリジナルの証明はユークリッドの「原
論」(今から 2千数百年前の本) に書かれており，角度の議論を行っ
ている。この証明は「組合せ」的な議論のみで構成されている。
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定理 8 正多面体は 5種類しかない。

証明 正多面体の各面がm角形で，各頂点にn個辺が集まっている
とする。正多面体の頂点と辺からなるグラフは平面的である。よって
頂点の数をp，辺の数を q，面の数を rとするとp−q+r = 2が成立し
ている。m角形よりmr = 2qが成立。頂点の周りの状況よりnp = 2q

が成立。よって p − q + r = 2に代入すると q(
2

n
+

2

m
− 1) = 2

が成立する。よって
2

n
+

2

m
− 1 > 0が成立する。また m >= 3

より n <= 5，n >= 3 より m <= 5 が成立する。よって可能性は
(m,n) = (5, 3), (4, 3), (3, 5), (3, 4), (3, 3)の5種類である。それぞれの
場合 (p, q, r) = (20, 30, 12), (8, 12, 6), (12, 30, 20), (6, 12, 8), (4, 6, 4)

である。

命題 9 |G| >= 3である平面グラフGに対し ∥G∥ <= 3|G| − 6が成立
する。

証明 平面グラフGの面で 3角形でないものが存在するとき，対
角線を加える事により各面が 3角形で頂点の数はGと同じで辺の
数はG以上のグラフG′が存在する。G′に対し ∥G′∥ = 3|G′| − 6を
示せば，∥G∥ <= ∥G′∥ = 3|G′| − 6 = 3|G| − 6となり命題が示され
る。G′の頂点，辺，面の数をそれぞれ p, q, rとすると，面がすべて
3角形より 3r = 2qが成立する。これをオイラーの公式に代入する

と 2 = p− q + r = p− q +
2

3
q = p− 1

3
qなのでOK。

G = (V,E)と S ⊆ V に対し E[S] = {xy ∈ E | x, y ∈ S }とする
とき

G[S] = (S,E[S])

をGにおける Sの誘導部分グラフという。
定理 5の証明 : |G|についての帰納法で示す。|G| <= 5について
は定理は成立する。今 |G| >= 6とし，|G|より小さいグラフについ
て成立を仮定する。グラフG = (V,E)とする。命題 9 よりGの平
均次数 d(G)は

d(G) =
1

|G|
∑
v∈V

deg(v) =
2∥G∥
|G|

<=
6|G| − 12

|G|
= 6− 12

|G|
< 6

なので次数5以下の頂点xが存在する。帰納法の仮定よりH = G−x

は 5–彩色可能である。
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xの次数が 4より小さければGは 5–彩色可能なので，xの次数は
5としてよい。NG(x)の頂点 v1, v2, v3, v4, v5は xを中心に時計回り
に並んでいて，viは iで彩色されているとする。Viを iで彩色され
たHの頂点とする。Hij = H[Vi ∪ Vj]とし，Cijを viを含むHijの
連結成分とする。
Cijの頂点の彩色を入れ替えても依然として彩色になることに注

意する。
vjがCijを含まないとする。このときCijの色を入れ替えを行う

と，viと vjは jで彩色されている。このとき c(x) = iとすると，こ
れはGの 5–彩色を与える。
よって各Cijは vjを含む。
C13を考える。C13は v1, v3を含んでいるので v1から v3へのC13

内の道 P が存在する。このとき xPxはサイクルになり，平面を 2

つに分離する。一方は v2を含んでおり，他方は v4を含んでいる。
C24は v2, v4を含まなくてはいけないが，C13と交わり矛盾。

平面的でないグラフについて考えよう。n頂点で任意の2頂点をつ
なぐ辺が存在するグラフを完全グラフ (complete graph)といいKn

で表す。A,Bを集合とし，V = A ∪ Bを頂点集合とする。Aの任
意の頂点とBの任意の頂点を結ぶ辺が存在するが，Aの点同士，B

の点同士を結ぶ辺は存在しないグラフを完全二部グラフ (complete

bipertite graph)と呼ぶ。♯A = m, ♯B = nのときKm,nと書く。

命題 10 K5およびK3,3は平面的グラフではない。

証明 K = (V,E), V = { a, b, c, d, e }とする。K5が平面的だとす
ると，K5 − eは下図の様になっている。K5 − eは平面を 4つの領
域に分ける。そのどれかの領域に頂点 eがあるが，どこにあっても
結べない頂点が存在するので矛盾。
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A = { a, b, c } , B = {x, y, z }とするときK3,3の頂点集合を V =

A∪Bとする。K3,3が平面的だとすると，K3,3−zは上図の様になっ
ている。
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K3,3 − zは平面を 3つの領域に分ける。そのどれかの領域に頂点
zがあるが，どこにあっても結べない頂点が存在するので矛盾。

G = (V,E), H = (W,F )をグラフとする。W ⊆ V, F ⊆ Eとなる
ときH をGの部分グラフ (subgraph)といい，H ⊆ Gと書く。部
分グラフHが非平面的なときGも非平面的である。
グラフG = (V,E)のある辺を xy ∈ Eとする。p ̸∈ V とするとき

V ′ = V ∪{ p } , E ′ = E−{xy }∪{xp, py }とするときG′ = (V ′, E ′′)

をGの細分 (subdivision)と呼ぶ。細分を何回か行って得られるグ
ラフも細分と呼ぶ。

K5, K3,3は非平面的グラフなのでそれらの細分を部分グラフとし
て含むグラフは非平面的である。この逆も成立しクラトフスキー
(Kuratowski)の定理として知られている。

定理 11 グラフGが平面的である必要十分条件は部分グラフとし
てK5またはK3,3の細分を含まないことである。

証明 G = (V,E)が非平面的グラフのときK5またはK3,3の細分
を含むことを証明する。グラフが非連結の場合はある連結成分が非
平面的なのでGは連結を仮定する。
ある辺 e ∈ Eに対しG − eが非平面的グラフのときはG − eが

K5またはK3,3の細分を含むことを証明すればGも含むことが分か

る。よってH = G− eは平面的と仮定してよい。H̃ = (Ṽ , Ẽ ′)を平
面グラフとする。取り除かれた辺は uvとする。
最初にHが連結であることを示す。Hが連結でないとすると，H̃

は 2つの部分グラフ H̃1, H̃2に分かれる。一方が uを含み，他方が v

含む。uと vを結ぶ曲線を H̃との交点が少なくなるように選ぶと，
uvと交わる辺も高々1回である。そのような辺を e1, . . . , ekとする。
このときHの表現 H̃を変更して交点を解消できる。このときGが
平面的になるので矛盾，よってHは連結である。
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H̃は連結なので uと vを結ぶ H̃内の道 P が存在する。H̃内の u

と vを分離するサイクルが存在しなければ H̃ と交わらない arcで
uと vを結ぶことができ，Gの平面的表現が得られるので，サイク
ルが存在する。それを Cとする。P とCは交わるので次図の様に
なっている。
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uからCへの道で最初にCにぶつかる頂点u–end頂点と呼ぶ。こ
のような道をすべて考え，すべての u–end頂点の集合をAとする。
♯A = mとする。
vからCへの道で最初にCにぶつかる頂点 v–end頂点と呼ぶ。こ

のような道をすべて考え，すべての v–end頂点の集合をBとする。
♯B = nとする。
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m >= 2, n >= 2としてよいことを示す。m = 1とすると H̃のCの
内部 (uの含まれる方)にある部分を折り返して C の外部に出すこ
とができる。この操作で H̃は変化するが，Hの表現であることは
変わらない。このとき C は uと vを分離しない。よって別のサイ
クル C ′が存在する。この操作で uと vを分離するサイクルの数は
減るので，この議論を続ければm >= 2となるサイクルが見つかる。
同様の議論を v–end頂点について行えば n >= 2が分かる。
uからCへ素な道が 2つ以上存在するときは x = uとおく。uか

ら C への素な道が 2つ以上存在しないときは uから C への道を 1

つ考え，道に沿ってその頂点から出発するCへの道で素なものが 2

つ以上ある頂点を探す。その様な頂点が存在しないとm = 1にな
るので，その様な頂点は存在する。これを xとおく。vについても
同様な議論を行い頂点 yを選ぶ。
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m = 2の場合を考える。A = { a1, a2 }とする。C − Aは 2つの
arcに分かれるが，その少なくとも一方の arcにBの点が存在しな
いとする。このとき C の内部を折り返して別の表現をつくること
ができる。よってこのときそれぞれの arc内にBの点が存在する。
よって下図の様になっており，Gの中にK3,3の細分が存在する (演
習問題： 下図に辺 uvを加えたグラフの中にK3,3 の細分を実際に
発見せよ)。よってm >= 3としてよい。
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vに関して同様の議論を行うと n >= 3としてよいことが分かる。
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m > 3のときはm = 3となるGの部分グラフG′を考える。G′

について証明すれば，G′に含まれるK5, K3,3の細分はGにも含ま
れることが分かるのでm = 3の場合を示せば十分である。同様に
n = 3の場合に示せば十分である。
A = { a1, a2, a3 } , B = { b1, b2, b3 }とする。最初にAに属さない

Bの元があるときを考える。その元を b1とする。b1は a1と a2の間
にあるとしてよい。C − { a1, a2 }は 2つの成分に分かれるが b1を
含まない成分を Lとする。Lに Bの元がなければ，外部を内部に
ひっくり返して移動することができ，u, vを分離するサイクルが 1

つ減る。今までの議論を繰り返すことにより，LにBの元があると
してよい。これを b2とする。このとき x, y, a1, a2, b1, b2を頂点とす
る。K3,3の細分が G̃内に存在する。
よって残っているのはA = Bの場合だけである。Cの内部は次

の 2つのタイプがある。
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C の外部も 2つのタイプがある。両方ともにタイプ (2)のとき
x, y, a1, a2, a3を含む，K5の細分が存在する。
両方とも (1)タイプ，または一方がタイプ (1)で他方がタイプ (2)

のときはK3,3 の細分が存在する (演習問題： これを実際に確かめ
よ)。
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