
　数学序論問題解説 ♯5　

演習問題 2.1 次の集合を外延的表現で表せ。

(1) 6以下の自然数の集合

(2) 15以下の偶数である自然数の集合

(3) −1以上 3以下の整数の集合

(4) 3で割り切れる 15以下の自然数の集合

(5) 3で割ると余りが 1である 15以下の自然数の集合

(6) 30以下の素数の集合

(1) { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }
(2) { 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 }
(3) {−1, 0, 1, 2, 3 }
(4) { 3, 6, 9, 12, 15 }
(5) { 1, 4, 7, 10, 13 }
(6) { 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 }

演習問題 2.2 次の集合を表せ。ただし例 2.1 (1)の形で表示せよ。

(1) 5の倍数となるような自然数全体の集合

(2) 3で割ると余りが 2となるような自然数全体の集合

(3) 5で割ると余りが 3となるような自然数全体の集合

(4) 3で割ると余りが 2であり，5で割ると余りが 3 となるような自然数全体の集合

(ヒント：この集合の元は 15で割ると余りがある数である。)

(5) 7で割ると余りが 3であり，3で割ると余りが 1 となるような自然数全体の集合

(6) 6で割ると余りが 5であり，15で割ると余りが 2 となるような自然数全体の集合

この問題の解説は集合の包含関係なども既知として説明してある。

(1) 「{5k | k ∈ N }」と結果のみ書いてある解答も間違いとはいえないが，ここは集合の記
号に慣れることが目的なので，詳しく (しつこく)解答しておく。自然数 nを pで割った余り

が rというのは講義で説明したように

∃q ∈ Z n = pq + r (0 ≤ r < n)

である。

5の倍数となるような自然数全体の集合を B と書くと B = {n ∈ N | nは 5で割り切れる}
となるが，前の注意を用いると

B = {n ∈ N | ∃k ∈ Z n = 5k }

とも書ける。

A = {5k | k ∈ N }とするとき A = B であることを示せばよい。

A = B ⇐⇒ A ⊆ B ∧ B ⊆ A

なので A ⊆ B かつ B ⊆ Aを示す。最初に A ⊆ B を示す。

A ⊆ B ⇐⇒
(
∀a a ∈ A =⇒ a ∈ B

)



なので a ∈ Aとなる任意の aをとる。このときある自然数 kが存在して a = 5kと書ける。5k

は自然数 (自然数 ×自然数は自然数である)なので a ∈ N である。また a = 5k (k ∈ N)なの

で k ∈ Z である。よって a ∈ B となる。よって A ⊆ B が成立する。

次に B ⊆ Aを示す。aを B の任意の元とする。aは 5で割り切れる自然数なのである整数

kが存在して a = 5kと書ける。ここで k ≤ 0とすると a = 5k ≤ 0となり自然数であることに

矛盾，よって k > 0である。kは整数なので k ∈ N となり，a ∈ Aとなる。よって B ⊆ Aが

成立する。

(2) 結論はA = {3k − 1 | k ∈ N }である。A = {3k + 2 | k ∈ N }は間違い。これでは 2がA

に含まれない。

A = {3k − 1 | k ∈ N }，B = {x ∈ N | ∃k ∈ Z x = 3k + 2}とおくとき A = B を示す。

最初に A ⊆ B を示す。aを Aの任意の元とすると，ある k ∈ N が存在して a = 3k − 1 =

3(k − 1) + 2 と書ける。ここで k − 1 ∈ Z であることに注意しておく。また k ≥ 1 より

3k − 1 ≥ 2 > 0となるので，aは自然数である。よって a ∈ B となり，A ⊆ B が成立する。

次に B ⊆ Aを示す。aを Bの任意の元とすると，ある整数 kが存在して，a = 3k+ 2とな

る。ここで k < 0とすると k ≤ −1なので a = 3k + 2 ≤ −3 + 2 = −1 < 0となる。これは a

が自然数であることに矛盾するので，k ≥ 0である。よって j = k+1とおくと j ∈ Nであり，
a = 3k + 2 = 3(j − 1) + 2 = 3j − 1となる。よって a ∈ Aとなり，B ⊆ Aが示された。以上

により A = B が成立する。

(3) 結論は A = {5k − 2 | k ∈ N }である。
A = {5k − 2 | k ∈ N }，B = {x ∈ N | ∃k ∈ Z x = 5k + 3}とおくとき A = B を示す。

最初に A ⊆ B を示す。aを Aの任意の元とすると，ある k ∈ N が存在して a = 5k − 2 =

5(k − 1) + 3 と書ける。ここで k − 1 ∈ Z であることに注意しておく。また k ≥ 1 より

5k − 2 ≥ 3 > 0となるので，aは自然数である。よって a ∈ B となり，A ⊆ B が成立する。

次に B ⊆ Aを示す。aを B の任意の元とすると，aは 5で割ると余り 3なので，ある整数

k0 が存在して，a = 5k0 + 3となる。ここで k0 < 0とすると k0 ≤ −1なので a = 5k0 + 3 ≤
−5+3 = −2 < 0となる。これは aが自然数であることに矛盾するので，k0 ≥ 0である。よっ

て k = k0 + 1とおくと k ∈ N であり，a = 5k0 + 3 = 5(k − 1) + 3 = 5k − 2となる。よって

a ∈ Aとなり，B ⊆ Aが示された。以上により A = B が成立する。

(4) 3で割ると余りが 2である集合と 5で割ると余りが 3である集合の共通部分を少し調べ

てみると，15で割ると 8余る集合になっていることが予想される。

結論は A = {15k − 7 | k ∈ N }である。
A = {15k − 7 | k ∈ N }，B = {x ∈ N | ∃k1 ∈ Z x = 3k1 + 2，∃k2 ∈ Z x = 5k2 + 3}とする

とき A = B を示す。最初に A ⊆ B を示す。aを Aの任意の元とする。a = 15k − 7 (k ∈ N)

と書かれているので，a = 3(5k − 3) + 2 と書き直すことができる。ここで 5k − 3 ∈ Z で
ある。また a = 5(3k − 2) + 3 と書ける。ここで 3k − 2 ∈ Z である。また k ≥ 1 より

a = 15k− 7 ≥ 15− 7 = 8 > 0なので aは自然数である。以上により a ∈ Bが示される。よっ

て A ⊆ B が成立する。次に B ⊆ Aを示す。aを B の任意の元とする。3で割ると余りが 2

なので，ある整数 k1 が存在して a = 3k1 + 2と書ける。5で割ると余りが 3なのである整数

k2 が存在して a = 5k2 + 3と書ける。5k2 + 3 = 3k1 + 2なので 5k2 + 1 = 3k1となっている。

k2を 3で割った余りを rとすると，ある整数 k3が存在して k2 = 3k3 + rと書ける。r = 0ま

たは 1または 2である。このとき 5(3k3 + r) + 1 = 15k3 + 5r + 1 = 3k1 は 3で割り切れる。

r = 0のときこの数を 3で割った余りが 1になるので，r ̸= 0である。また r = 2のときこの

数を 3で割った余りは 2になるので r ̸= 2である。r = 1のときは 3で割り切れるので r = 1



であることが分かる。よって k2 = 3k3 + 1と書くことができる。

a = 5k2 + 3 = 5(3k3 + 1) + 3 = 15k3 + 8 = 15(k3 + 1)− 7

となる。k = k3 + 1とおく。k3 < 0のとき k3 ≤ −1なので

a = 15k3 + 8 ≤ −15 + 8 = −7 < 0

となり aが自然数であることに矛盾，よって k3 ≥ 0である。このとき k ∈ Nとなる。よって
a ∈ Aであり，B ⊆ Aが成立する。よって A = B が示された。

(5) 結論は A = {21k − 11 | k ∈ N }である。
A = {21k − 11 | k ∈ N }，B = {x ∈ N | ∃k1 ∈ Z x = 7k1 + 3，∃k2 ∈ Z x = 3k2 + 1} とす

るとき A = B を示す。

最初にA ⊆ Bを示す。aをAの任意の元とする。a = 21k−11 (k ∈ N)と書かれているので，

a = 7(3k−2)+3と書き直すことができる。ここで 3k−2 ∈ Zである。また a = 3(7k−4)+1

と書ける。ここで 7k− 4 ∈ Zである。また k ≥ 1より a = 21k− 11 ≥ 21− 11 = 10 > 0なの

で aは自然数である。以上により a ∈ B が示される。よって A ⊆ B が成立する。

次にB ⊆ Aを示す。aをBの任意の元とする。7で割ると余りが 3なので，ある整数 k1が存

在して a = 7k1+3と書ける。3で割ると余りが 1なので，ある整数 k2 が存在して a = 3k2+1

と書ける。7k1 +3 = 3k2 +1なので 7k1 +2 = 3k2となっている。k1を 3で割った余りを rと

すると，ある整数 k3 が存在して k1 = 3k3 + rと書ける。r = 0または 1または 2である。こ

のとき 7(3k3 + r) + 2 = 21k3 + 7r + 2 = 3k2 は 3で割り切れる。r = 0のときこの数を 3で

割った余りが 2になるので，r ̸= 0である。また r = 2のときこの数を 3で割った余りは 1に

なるので r ̸= 2である。r = 1のときは 3で割り切れるので r = 1であることが分かる。よっ

て k1 = 3k3 + 1と書くことができる。

a = 7k1 + 3 = 7(3k3 + 1) + 3 = 21k3 + 10 = 21(k3 + 1)− 11

となる。k = k3 + 1とおく。k3 < 0のとき k3 ≤ −1なので

a = 21k3 + 10≤−21 + 10 = −11 < 0

となり aが自然数であることに矛盾，よって k3 ≥ 0である。このとき k ∈ Nとなる。よって
a ∈ Aであり，B ⊆ Aが成立する。よって A = B が示された。

(6) 結論は A = {30k − 13 | k ∈ N }である。
A = {30k − 13 | k ∈ N }，B = {x ∈ N | ∃k1 ∈ Z x = 6k1 + 5，∃k2 ∈ Z x = 15k2 + 2} と

するとき A = B を示す。

最初にA ⊆ Bを示す。aをAの任意の元とする。a = 30k−13 (k ∈ N)と書かれているので，

a = 6(5k−3)+5と書き直すことができる。ここで 5k−3 ∈ Zである。また a = 15(2k−1)+2

と書ける。ここで 2k− 1 ∈ Zである。また k ≥ 1より a = 30k− 13 ≥ 30− 13 = 17 > 0なの

で aは自然数である。以上により a ∈ B が示される。よって A ⊆ B が成立する。

次に B ⊆ Aを示す。aを B の任意の元とする。6で割ると余りが 5なので，ある整数 k1

が存在して a = 6k1 + 5 と書ける。15 で割ると余りが 2 なので，ある整数 k2 が存在して

a = 15k2 + 2と書ける。6k1 + 5 = 15k2 + 2なので 6k1 + 3 = 15k2，即ち 2k1 + 1 = 5k2 と

なっている。k2 を 2で割った余りを rとすると，ある整数 k3 が存在して k2 = 2k3 + rと書



ける。r = 0または 1である。r = 0のとき 2k1 + 1 = 5k2 = 5(2k3) = 10k3 となるので矛盾。

よって r = 1である，k2 = 2k3 + 1となる。

a = 15k2 + 2 = 15(2k3 + 1) + 2 = 30k3 + 17 = 30(k3 + 1)− 13

となる。k = k3 + 1とおく。k3 < 0のとき k3 ≤ −1なので

a = 30k3 + 17≤−30 + 17 = −13 < 0

となり aが自然数であることに矛盾，よって k3 ≥ 0である。このとき k ∈ Nとなる。よって
a ∈ Aであり，B ⊆ Aが成立する。よって A = B が示された。

演習問題 2.3 次の集合 Aに対しその部分集合をすべて列挙せよ。

(1) A = { 1, 2 } (2) A = { 1, 2, 3 }
(3) A = { 1, 2, 3, 4 }

(1) 部分集合をすべて列挙すると A0 = { },A1 = { 1 },A2 = { 2 },A3 = { 1, 2 } である。
(2) 部分集合をすべて列挙すると A1 = { },A2 = { 1 },A3 = { 2 },A4 = { 3 },A5 = { 1, 2 },
A6 = { 1, 3 },A7 = { 2, 3 },A8 = { 1, 2, 3 }である。
(3) 部分集合をすべて列挙すると A1 = { },A2 = { 1 },A3 = { 2 },A4 = { 3 },A5 = { 4 },
A6 = { 1, 2 },A7 = { 1, 3 },A8 = { 1, 4 } , A9 = { 2, 3 } , A10 = { 2, 4 } , A11 = { 3, 4 } , A12 =

{ 1, 2, 3 } , A13 = { 1, 2, 4 } , A14 = { 1, 3, 4 } , A15 = { 2, 3, 4 } , A16 = { 1, 2, 3, 4 }である。

演習問題 2.4

(1) 例 2.4 の (2)を証明せよ。

(2) N ⊇ Z ではないことを定義に基づいて示せ。
(3) N = Z ではないことを定義に基づいて示せ。
(4) {4k | k ∈ N } ⊇ {2k | k ∈ N } ではないことを定義に基づいて示せ。
(5) {4k | k ∈ N } = {2k | k ∈ N } ではないことを定義に基づいて示せ。

(1) nを {4k | k ∈ N }の任意の元とすると，ある自然数 kが存在して n = 4kと書ける。こ

のとき k1 = 2kとおくと n = 4k = 2 · 2k = 2k1 なので n ∈ {2k | k ∈ N }となっている。よっ
て {4k | k ∈ N } ⊆ {2k | k ∈ N }が成立している。
(2) N ⊇ Z の定義は Z の任意の元 aが N に含まれていることであった。即ち

∀a a ∈ Z =⇒ a ∈ N

である。この命題の否定は

∃a a ∈ Z ∧ a ̸∈ N

である。aとして −1をとってくると −1 ∈ Z かつ −1 ̸∈ N となっているので，否定命題が証
明される。よってもとの N ⊇ Z は正しくないことが示された。
(3) N = Z の定義は N ⊆ Z および N ⊇ Z が共に成立することであった。(2)より N ⊇ Z が
成立しないので，N = Z は成立しない。
(4) 2は 2 · 1 (1 ∈ N)と書けるので 2 ∈ {2k | k ∈ N }である。



2 ∈ {4k | k ∈ N }と仮定すると自然数 kが存在して 2 = 4kとなり
1

2
=

2

4
= k ∈ Nとなり

矛盾。よって 2 ̸∈ N である。
(5) {4k | k ∈ N } = {2k | k ∈ N } が成立するには {4k | k ∈ N } ⊆ {2k | k ∈ N } および
{4k | k ∈ N } ⊇ {2k | k ∈ N }が成立する必要がある。前問より {4k | k ∈ N } ⊇ {2k | k ∈ N }
は成立しないので，{4k | k ∈ N } = {2k | k ∈ N }も成立しない。

演習問題 2.5 次の A，B,C に関し A ∩B, A ∪B, B ∩ C, B ∪ C, A ∩ C, A ∪ C,(A ∩B) ∩
C,(A∪B)∪C を求めよ。またA∩ (B ∪C),(A∩B)∪ (A∩C), A∪ (B ∩C),(A∪B)∩ (A∪C)

を求めよ。

(1) A = { 1, 2, 3, 4 },B = { 1, 3, 5, 6 },C = { 1, 2, 6, 7 }
(2) A = { 1, 2, 3, 4, 5 },B = { 1, 2, 3 },C = { 5, 6, 7 }
(3) A = { 1, 2, 3, 4 },B = { 1, 3, 5 },C = { }

(1) A ∩ B = { 1, 3 }, A ∪ B = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }, B ∩ C = { 1, 6 }, B ∪ C = { 1, 2, 3, 5, 6, 7 },
A∩C = { 1, 2 }, A∪C = { 1, 2, 3, 4, 6, 7 }, (A∩B)∩C = { 1 }, (A∪B)∪C = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 }
A ∩ (B ∪ C) = { 1, 2, 3, 4 } ∩ { 1, 2, 3, 5, 6, 7 } = { 1, 2, 3 }, (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) = { 1, 3 } ∪

{ 1, 2 } = { 1, 2, 3 }, A∪ (B ∩C) = { 1, 2, 3, 4 } ∪ { 1, 6 } = { 1, 2, 3, 4, 6 }, (A∪B)∩ (A∪C) =

{ 1, 2, 3, 4, 5, 6 } ∩ { 1, 2, 3, 4, 6, 7 } = { 1, 2, 3, 4, 6 }
(2) A ∩ B = { 1, 2, 3 }, A ∪ B = { 1, 2, 3, 4, 5 }, B ∩ C = { }, B ∪ C = { 1, 2, 3, 5, 6, 7 },
A∩C = { 5 }, A∪C = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 }, (A∩B)∩C = { }, (A∪B)∪C = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 }
A∩(B∪C) = { 1, 2, 3, 4, 5 }∩{ 1, 2, 3, 5, 6, 7 } = { 1, 2, 3, 5 }, (A∩B)∪(A∩C) = { 1, 2, 3 }∪

{ 5 } = { 1, 2, 3, 5 }, A ∪ (B ∩ C) = { 1, 2, 3, 4, 5 } ∪ { } = { 1, 2, 3, 4, 5 }, (A ∪B) ∩ (A ∪ C) =

{ 1, 2, 3, 4, 5 } ∩ { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 } = { 1, 2, 3, 4, 5 }
(3) A ∩B = { 1, 3 }, A ∪B = { 1, 2, 3, 4, 5 }, B ∩ C = { }, B ∪ C = { 1, 3, 5 }, A ∩ C = { },
A ∪ C = { 1, 2, 3, 4 }, (A ∩B) ∩ C = { }, (A ∪B) ∪ C = { 1, 2, 3, 4, 5 }
A∩ (B ∪C) = { 1, 2, 3, 4 }∩{ 1, 3, 5 } = { 1, 3 }, (A∩B)∪ (A∩C) = { 1, 3 }∪{ } = { 1, 3 },

A∪(B∩C) = { 1, 2, 3, 4 }∪{ } = { 1, 2, 3, 4 }, (A∪B)∩(A∪C) = { 1, 2, 3, 4, 5 }∩{ 1, 2, 3, 4 } =

{ 1, 2, 3, 4 }

演習問題 2.6 A, B, C を集合とする。次を示せ。

(1) A ⊆ B かつ B ⊆ C ならば A ⊆ C

(2) A ⊆ C かつ B ⊆ C ならば A ∪B ⊆ C

(3) A ⊆ B かつ A ⊆ C ならば A ⊆ B ∩ C

(4) A ⊆ C または B ⊆ C ならば A ∩B ⊆ C

(5) A ⊆ B または A ⊆ C ならば A ⊆ B ∪ C

(6) A ⊆ B ならば A ∪ C ⊆ B ∪ C

(7) A ⊆ B ならば A ∩ C ⊆ B ∩ C

(1) aを Aの任意の元とする。A ⊆ B より a ∈ B が成立する。このとき B ⊆ C より a ∈ C

が成立する。よって A ⊆ C が示された。

(2) aを A ∪B の任意の元とする。このとき a ∈ Aまたは a ∈ B が成立している。



a ∈ Aのとき A ⊆ C より a ∈ C となり，a ∈ B のとき B ⊆ C より a ∈ C となる。いずれ

の場合も a ∈ C となるので A ∪B ⊆ C が示された。

(3) aを Aの任意の元とする。A ⊆ B より a ∈ B が成立している。A ⊆ C より a ∈ C が成

立している。よって a ∈ B ∩ C となるので A ⊆ B ∩ C が示された。

(4) aを A ∩Bの任意の元とする。a ∈ Aかつ a ∈ Bが成立している。A ⊆ C のとき a ∈ C

となり，B ⊆ C のとき a ∈ C となる。いずれの場合も a ∈ C となるので A ∩ B ⊆ C が示さ

れた。

(5) a を A の任意の元とする。A ⊆ B のとき A ⊆ B ⊆ B ∪ C より a ∈ B ∪ C となる。

A ⊆ C のとき A ⊆ C ⊆ B ∪ C より a ∈ B ∪ C となる。いずれの場合も a ∈ B ∪ C となるの

で A ⊆ B ∪ C が示された。

(6) この問題も前問と同じように定義から証明できるが，ここではすでに証明した事実を用

いる証明をしよう。(2)を適用しよう。(2)を文字を入れ替えて書き直すと

A ⊆ X かつ C ⊆ X =⇒ A ∪ C ⊆ X (1)

となる。X = B ∪ C とおく。A ⊆ B(仮定) より A ⊆ B ⊆ B ∪ C = X となる。また

C ⊆ B ∪ C = X である。よって (1)の仮定が満たされているので成立する。

(7) (3)を適用しよう。(3)を文字を入れ替えて書き直すと

X ⊆ B かつX ⊆ C =⇒ X ⊆ B ∪ C (2)

となる。X = A ∩ C とおく。X = A ∩ C ⊆ A ⊆ Bであり，X = A ∩ C ⊆ C である。よって

(2)の仮定が満たされているので成立する。

演習問題 2.7 A, B, C を集合とする。次を示せ。

(1) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

(2) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

(これを集合の分配法則と呼ぶ。)

[ヒント： ] これらは，２つの集合が等しい，ということを示す問題である。２つの集合 A,

B が A = B である，ということの定義は，「 A ⊆ B かつ B ⊆ A 」 ということだったので，

A = B を示せ，ということは，「 A ⊆ B かつ B ⊆ A 」 を示せ，ということである。

A ⊆ B の定義は，「 A の全ての元が B に含まれる 」ということだったので，上の問題 (1)

について言うならば，x ∈ A ∩ (B ∪ C) ならば x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) であることを示し，

x ∈ (A∩B)∪ (A∩C) ならば x ∈ A∩ (B ∪C) であることを示せば良い，ということになる。

(1) 最初に A ∩ (B ∪ C) ⊆ (A ∩B) ∪ (A ∩ C)を示す。xを A ∩ (B ∪ C)の任意の元とする。

このとき

x ∈ A ∧ x ∈ B ∪ C

が成立している。これは

x ∈ A ∧ (x ∈ B ∨ x ∈ C)

と同値である。論理のところで学んだように命題P,Q,Rに対しP ∧(Q∨R) ≡ (P ∧Q)∨(P ∧R)

が成立する。よって上の命題は

(x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C)



と同値である。x ∈ A ∧ x ∈ Bは x ∈ A ∩Bと同値であり，x ∈ A ∧ x ∈ C は x ∈ A ∩C と同

値なので

x ∈ A ∩B ∨ x ∈ A ∩ C

と同値である。よって

x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

が成立することが分かり，A ∩ (B ∪ C) ⊆ (A ∩B) ∪ (A ∩ C) が成立する。

逆に x ∈ (A∩B)∪(A∩C)ならば x ∈ A∩(B∪C)であることを示す。xを (A∩B)∪(A∩C)

の任意の元とする。このとき

x ∈ A ∩B ∨ x ∈ A ∩ C

が成立している。上と同様に同値な命題で変形していくと順に

(x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C)

x ∈ A ∧ (x ∈ B ∨ x ∈ C)

x ∈ A ∧ x ∈ B ∪ C

となるので x ∈ A ∩ (B ∪C)が成立する。以上により A ∩ (B ∪C) = (A ∩B) ∪ (A ∩C) の成

立が示される。

別の述べ方：任意の xに対し次が成立する。

x ∈ A ∩ (B ∪ C) ⇐⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B ∪ C

⇐⇒ x ∈ A ∧
(
x ∈ B ∨ x ∈ C

)
⇐⇒

(
x ∈ A ∧ x ∈ B

)
∨
(
x ∈ A ∧ x ∈ C

)
⇐⇒

(
x ∈ A ∩B

)
∨
(
x ∈ A ∩ C

)
⇐⇒ x ∈

(
A ∩B

)
∪
(
A ∩ C

)
以上により示された。途中論理の分配法則 P ∧ (Q ∨R) ≡ (P ∧Q) ∨ (P ∧R) を使用した。

(2) 任意の xに対し次が成立する。

x ∈ A ∪ (B ∩ C) ⇐⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B ∩ C

⇐⇒ x ∈ A ∨
(
x ∈ B ∧ x ∈ C

)
⇐⇒

(
x ∈ A ∨ x ∈ B

)
∧
(
x ∈ A ∨ x ∈ C

)
⇐⇒

(
x ∈ A ∪B

)
∧
(
x ∈ A ∪ C

)
⇐⇒ x ∈

(
A ∪B

)
∩
(
A ∪ C

)
以上により示された。途中論理の分配法則 P ∨ (Q ∧R) ≡ (P ∨Q) ∧ (P ∨R) を使用した。

演習問題 2.8 演習問題 2.5の集合 A,B に対し A−B, Ac, A×Bを求めよ。ただしここで

全体集合はX = { 1, 2, . . . , 7 }とする。



(1) A = { 1, 2, 3, 4 }，B = { 1, 3, 5, 6 }なので，A−B = { 2, 4 }，Ac = { 5, 6, 7 }，A×B =

{(1, 1), (1, 3), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 3), (2, 5), (2, 6), (3, 1), (3, 3), (3, 5), (3, 6), (4, 1), (4, 3), (4, 5), (4, 6)}
(2) A = { 1, 2, 3, 4, 5 }，B = { 1, 2, 3 }なので，A − B = { 4, 5 }，Ac = { 6, 7 }，A × B =

{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (5, 1), (5, 2), (5, 3)}
(3) A = { 1, 2, 3, 4 }，B = { 1, 3, 5 }なので，A − B = { 2, 4 }，Ac = { 5, 6, 7 }，A × B =

{(1, 1), (1, 3), (1, 5), (2, 1), (2, 3), (2, 5), (3, 1), (3, 3), (3, 5), (4, 1), (4, 3), (4, 5)}

演習問題 2.9 X を全体集合とし A と B をその部分集合とするとき，次を証明せよ。

(1) B ⊆ A ⇐⇒ Bc ⊇ Ac

(2) De Morgan の法則

(A ∪B)c = Ac ∩Bc

(A ∩B)c = Ac ∪Bc

(1) Ac = {x ∈ X | x ̸∈ A}，Bc = {x ∈ X | x ̸∈ B } である。B ⊆ Aが成立しているとす

ると，

∀x x ∈ B =⇒ x ∈ A

が成立している。条件の部分の対偶は x ̸∈ A =⇒ x ̸∈ B なので上の命題は

∀x x ̸∈ A =⇒ x ̸∈ B

と同値である。これは Ac ⊆ Bc を意味している。

Bc ⊇ Ac が成立しているとすると，

∀x x ̸∈ A =⇒ x ̸∈ B

が成立している。条件の部分の対偶をとると

∀x x ∈ B =⇒ x ∈ A

となる。よって B ⊆ Aが成立する。

(2) 最初に (A∪B)c = Ac∩Bcを示す。そのためには (A∪B)c ⊆ Ac∩Bcおよび (A∪B)c ⊇
Ac ∩Bc を示せばよい。

xを (A ∪B)c の任意の元とすると

x ̸∈ A ∪B

が成立している。x ∈ Aとすると x ∈ A∪Bとなるので x ̸∈ Aである。よって x ∈ Acが成立

する。また x ∈ Bとすると x ∈ A∪Bとなるので x ̸∈ Bである。よって x ∈ Bcが成立する。

よって x ∈ Ac ∩Bc となる。以上で (A ∪B)c ⊆ Ac ∩Bc が示された。

xを Ac ∩Bc の任意の元とすると

x ̸∈ A ∧ x ̸∈ B

が成立している。x ∈ A ∪B とすると x ∈ Aまたは x ∈ B が成立するが，上より共に成立し

ない。よって x ̸∈ A ∪ B なので x ∈ (A ∪ B)c となる。以上で (A ∪ B)c ⊇ Ac ∩ Bc が示され



た。(A ∪B)c ⊆ Ac ∩Bc 及び (A ∪B)c ⊇ Ac ∩Bc が成立するので (A ∪B)c = Ac ∩Bc が成

立する。

次に (A ∩B)c = Ac ∪Bc を示す。上で述べた様な証明もできるが，ここでは上の結果を用

いる証明をすることにする。A，B に対し C = Ac，D = Bc とおき，C，Dに対し上の結果

を適用する。

(C ∪D)c = Cc ∩Dc

が成立している。この両者の補集合をとると ((C ∪D)c)
c
= C ∪D であることに注意すると

(C ∪D) = (Cc ∩Dc)c

となる。Cc = (Ac)
c
= A，Dc = (Bc)

c
= B を用いると

Ac ∪Bc = (A ∩B)c

となる。これが求めるべきものであった。


