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演習問題 4.6 命題 4.4を証明せよ。

何度か扱っているが，再度書いておく。

最初に f が単調増加の場合を考える。f は単調増加なので

∀x1, x2 ∈ I x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2)

が成立している。f が単射であるとは「 ∀x1, x2 ∈ I x1 ̸= x2 =⇒ f(x1) ̸= f(x2) 」が成立す

ることを示せばよい。x1, x2 ∈ Iに対して x1 ̸= x2が成立しているとする。このとき「x1 < x2

または x2 < x1」が成立している。x1 < x2 のとき単調増加より f(x1) < f(x2) が成立し，

x2 < x1のとき単調増加より f(x2) < f(x1)が成立する。いずれの場合も f(x1) ≠ f(x2)が成

立するので，f は単射である。

次に f が単調減少の場合を考える。f は単調減少なので

∀x1, x2 ∈ I x1 < x2 =⇒ f(x1) > f(x2)

が成立している。f が単射であるとは「 ∀x1, x2 ∈ I x1 ̸= x2 =⇒ f(x1) ̸= f(x2) 」が成立す

ることを示せばよい。x1, x2 ∈ Iに対して x1 ̸= x2が成立しているとする。このとき「x1 < x2

または x2 < x1」が成立している。x1 < x2 のとき単調減少より f(x1) > f(x2) が成立し，

x2 < x1のとき単調減少より f(x2) > f(x1)が成立する。いずれの場合も f(x1) ̸= f(x2)が成

立するので，f は単射である。

演習問題 ∗4.7 定理 4.6を用いて命題 4.7を証明せよ。

命題 4.4より f は単射なので全射性について示す。

最初に I = ( a, b ) , J = ( α, β )のときを考える。J の任意の元 yに対し x1, x2 ∈ I が存在

して f(x1) < y < f(x2)となることを示す。

yを J の任意の元とすると α < y < β が成立している。

(1) a, αが実数の場合を考える。 lim
x→a+0

f(x) = αより，ε = y − αとおくと δ > 0が存在し

て，任意の xに対し a < x < a+ δならば −(y − α) < f(x)− α < y − αが成立する。よって

a < x1 < a+ δとなる x1 を 1つ選ぶと f(x1) < yが成立する。

(2) aが実数で α = −∞の場合，任意のM に対し δ > 0が存在し，a < x < a + δ なら

f(x) < M が成立する。特にM = yを選ぶと f(x1) < yとなる x1 が存在する。

(3) a = −∞で αが実数の場合，ε = y − αに対し N が存在し，x < N ならば −(y − α) <

f(x)− α < y − αが成立する。よって x1 < N となる x1 に対し f(x1) < yが成立する。

(4) a = −∞, α = −∞の場合，y に対し N が存在し x < N ならば f(x) < y が成立する。

x1 < N となる x1 を選ぶと f(x1) < yが成立する。

よってすべての場合で f(x1) < yとなる x1 が存在する。

(1) b, βが実数の場合， lim
x→b−0

f(x) = βより ε = β− yとおくと δ > 0が存在して，任意の x

に対して b−δ < x < bならば−(β−y) < f(x)−β < β−y が成立する。よって b−δ < x2 < b

となる x2 を 1つ選ぶと y < f(x2)が成立する。



(2) bが実数，β = ∞の場合，任意のMに対し δ > 0が存在して，任意のxに対し b−δ < x < b

ならばM < f(x)が成立する。特にM = yとおくと y < f(x2)となる x2 が存在する。

(3) b = ∞で β が実数の場合，ε = β − y に対し N が存在し，N < xならば −(β − y) <

f(x)− β < β − yが成立する。よってN < x2 となる x2 に対し y < f(x2) が成立する。

(4) b = ∞, β = ∞の場合，yに対しN が存在しN < xならば y < f(x)が成立する。N < x2

となる x2 を選ぶと y < f(x2)が成立する。

よってすべての場合で y < f(x2)となる x2 が存在する。

f(x)は単調増加で，f(x1) < y < f(x2)なので x1 < x2 である。L = [ x1, x2 ]に対し中間

値の定理を適用すると x ∈ I で f(x) = yとなる元が存在する。よって y ∈ f(I)である。以上

により f(I) = J が成立し，f が全射であることが示される。

次に I, J が閉区間のときを考える。y を J の任意の元とする。α < y < β のときは開区間

のとき示したのと同様の議論である x ∈ I が存在して y = f(x)となる。

よって y = αまたは y = β の場合を考える。y = αのとき f(a) = αであり，y = β のとき

f(b) = β である。よってこの場合も成立する。

以上により J = f(I)が分かる。

半開区間ときは，開区間の一方の議論をすることにより全射であることが分かる。

演習問題 4.8 命題 4.7と同様の結果が単調減少関数に関しても成立する。すなわち次が成

立する。このことを命題 4.7を既知として証明せよ。

f : I −→ J を単調減少で連続な関数とする。

I が閉区間 [ a, b ]のとき J も閉区間 [ α, β ]とする。

I が開区間 ( a, b )のとき J も開区間 ( α, β )とする。

I が半開区間 [ a, b )のとき J は半開区間 ( α, β ]とする。

I が半開区間 ( a, b ]のとき J は半開区間 [ α, β )とする。

lim
x→a+0

f(x) = β, lim
x→b−0

f(x) = α が成立しているときいずれの場合も f : I −→ J は全単射

である。

g(x) = −f(x), J ′ = { − y | y ∈ J }とおくと gは g : I −→ J ′ で単調増加関数で，連続であ

る。また

lim
x→a+0

g(x) = lim
x→a+0

(−f(x)) = − lim
x→a+0

f(x) = −β

lim
x→b−0

g(x) = lim
x→b−0

(−f(x)) = − lim
x→b−0

f(x) = −α

となるので，gは演習問題 4.7の仮定を満たしているので全射である。

f の単射性はすでに示されているので，f が全射であることを証明する。y ∈ J を任意の元

とする。このとき −y ∈ J ′である。g : I −→ J ′は全射なので x ∈ I で g(x) = −yとなるもの

が存在する。このとき

f(x) = −g(x) = − (−y) = y

となるので f は全射である。

演習問題 4.9 命題 4.10を数学的帰納法で証明せよ。



最初に am+n = aman を nに関する数学的帰納法で証明する。命題 P (k)を

∀m ∈ N am+k = amak

とする。a1 = aであることを注意しておく。

am+1 = am · a (定義)

= am a1 (定義)

より P (1)は成立している。P (k)の成立を仮定する。即ち am+k = amak を仮定する。

am+(k+1) = a(m+k)+1 (結合法則)

= am+ka (定義)

=
(
amak

)
a (帰納法の仮定)

= am
(
aka

)
(結合法則)

= amak+1 (定義)

となり P (k + 1)も成立している。よって示された。

次は (am)
n
= amn を示す。命題 Q(k)を

∀m ∈ N (am)
k
= amk

とする。aman = am+nは今証明したので使用してもよいことを注意しておく。n = 1のときは

(am)
1
= am (定義)

= am·1 (m = m·1)

より Q(1)は成立する。

Q(k)の成立を仮定する。即ち (am)
k
= amk を仮定する。

(am)
k+1

= (am)
k
am (定義)

= amkam (帰納法の仮定)

= amk+m (指数法則)

= am(k+1) (分配法則)

となり Q(k + 1)も成立している。よって示された。

演習問題 4.10 命題 4.12 を証明せよ。ただし自然数に対し指数法則が成立すること (命

題 4.10)は用いてよい。ヒント：最初に任意の整数 nに対し an · a = an+1, an ·
(
a−1

)
= an−1

が成立することを示せ。それを用いて nが正の場合と負の場合に分け帰納法で示せ。

最初に任意の整数 nに対し

an+1 = an · a



が成立することを示す。

nが自然数のときは定義そのものである。n = 0のとき，

a0+1 = a1 = a = 1 · a = a0 · a

で成立している。n = −1のとき

a−1+1 = a0 = 1 = a−1 · a

より成立する。

残った n < −1の場合考える。n = −pとおくと pおよび p− 1は自然数である。

an+1 = a−p+1 = a−(p−1) =
(
a−1

)p−1
=

(
a−1

)p−1 · 1 =
(
a−1

)p−1 ·
((
a−1

)
· a

)
=

((
a−1

)p−1 · a−1
)
· a =

(
a−1

)p · a = a−p · a = an · a

よってすべての整数 nに対し成立する。

証明した式は任意の整数に対して成立するので，n− 1とすると

an = an−1 · a

が成立する。両辺に a−1 をかけると

an ·
(
a−1

)
= an−1

を得る。

am+n = am · an の証明を始める。mは任意の整数とする。最初は n ≥ 0の場合。

n = 0のときは

am+0 = am = am · 1 = am · a0

より成立している。

n = kのとき成立を仮定する。即ち任意の整数mに対し am+k = amak の成立を仮定する。

am+(k+1) = a(m+k)+1 = am+k · a =
(
amak

)
a1

= am
(
aka1

)
= amak+1

よって n = k+ 1の場合も成立している。数学的帰納法により n ≥ 0の場合 am+n = amanが

成立する。

nが負の場合は n = −pとおき，pに関する数学的帰納法で示す。p = 0のときは成立してい

る。n = −pのとき成立を仮定する。即ち am−p = am ·a−pの成立を仮定する。n−1 = −(p+1)

のとき

am+(−(p+1)) = a(m−p)−1 = am−p · a−1 =
(
am · a−p

)
· a−1

= am ·
(
a−p · a−1

)
= am ·

((
a−1

)p · (a−1
))

= am ·
((

a−1
)p+1

)
= am · a−(p+1)



よって数学的帰納法によりすべての負の整数 nで am+n = aman が成立することが分かる。

前の結果とあわせるとすべての整数m,nに対し am+n = amanが成立することが示された。

(am)
n

= amn を証明する。m は任意の整数とする。ama−m = am−m = a0 = 1 より

a−m =
1

am
= (am)

−1 が成立する。

最初は n ≥ 0のとき。(am)
0
= 1 = a0 = am0 より n = 0のとき成立している。n = kのと

き成立を仮定する。即ち (am)
k
= amk の成立を仮定する。

(am)
k+1

= (am)
k
(am) =

(
amk

)
am = amk+m = am(k+1)

途中 aa+q = apaq を使用した。n = k+ 1でも成立するので数学的帰納法によりすべての 0以

上の整数で成立する。

n = −pで成立を仮定する。

(am)
−(p+1)

= (am)
−p−1

= (am)
−p

(am)
−1

=
(
a−mp

)
a−m

= a−mp−m = am(−(p+1))

よって p+ 1でも成立し証明が完成する。

演習問題 ∗4.11 命題 4.13を証明せよ。

(1)を証明し，それを用いて (2)を証明する。

a > 1とする。a = 1 + hとおくと h > 0である。二項定理より自然数 nに対し

an = (1 + h)n = 1 + nh+nCn−1h
2 + ·+nCkh

k + · · ·+ hn

が成立している。上式右辺の 3項以降は正なので

(1 + h)n > 1 + nh

が成立する。よって

lim
n→∞

(1 + nh) = ∞

が成立するが，an > 1 + nhより lim
n→∞

an = ∞が得られる。

n < 0のとき n = −mとおくと

an = a−m =
1

am

となる。am > 1 +mhより
1

am
<

1

1 +mh
が成立している。

0 < an =
1

am
<

1

1 +mh

であり，n → −∞のときm → ∞となる。 lim
m→∞

1

1 +mh
= 0より

lim
n→−∞

an = 0

が得られる。



0 < a < 1のとき b =
1

a
とおくと b > 1である。すでに示したことから

lim
n→∞

bn = ∞, lim
n→−∞

bn = 0

が成立する。an =
1

bn
より (1)が得られる。

演習問題 ∗4.12 a は正の実数とする。

(1) p, q が 0 ではない整数の時，
(
a1/q

)p
= (ap)

1/q を示せ．

(2) p, q, s, t が 0 ではない整数であって p/q = s/t となっている時，
(
a1/q

)p
=

(
a1/t

)s
と

なることを示せ。

(3) 任意の有理数 u, v に対して，次が成り立つことを示せ。

au+v = auav, (au)
v
= auv

(4) 任意の有理数 u に対して au > 0 を示せ。

(5) 1 < a の時，有理数 u, v が u < v ならば au < av を示せ。

(6) 0 < a < 1 の時，有理数 u, v が u < v ならば au > av を示せ。

(1) 自然数 nに対し「 bn = a ⇐⇒ b = a
1
n 」が成立している。ここで最初に 0でない整

数 pに対し「 bp = a ⇐⇒ b = a
1
p 」の成立を示しておく。p > 0の場合は成立しているので

p < 0とする。p = −kとおくと kは自然数である。bp = b−k =

(
1

b

)k

なので

bp = a ⇐⇒
(

1

b

)k

= a ⇐⇒ 1

b
= a

1
k ⇐⇒ b =

1

a
1
k

= a−
1
k = a

1
−k = a

1
p

となり成立する。

b = a
1
q とおくと a = bq が成立している。

ap =
(
bq
)p

= bqp = bpq =
(
bp
)q

より (
ap
) 1

q = bp =
(
a

1
q
)p

が成立している。

(2) b = a
1
q，c = a

1
t とおくと a = bq，a = ct が成立している。

ap =
(
bq
)p

= bqp = bpq =
(
bp
)q

であり，tp = sqより

ap =
(
ct
)p

= ctp = csq =
(
cs
)q

が成立している。
(
bp
)q

=
(
cs
)q
なので (1)より bp = csが成立する。これを aを用いて書き直

せば
(
a

1
q
)p

=
(
a

1
t )s が得られる。

(3) u = 0または v = 0の場合は整数のとき示したのと同様に示すことができる。よって u, v

は 0でない有理数とする。(2)は有理数に対し，その分数の表示にかかわらず指数関数が決ま

ることを意味している。即ち u =
p

q
と表示しようと，u =

s

t
と表示しようと，その表示によ



らない値として au = a
p
q = a

s
t が決まることを意味している。よって最初の等式を証明するた

めに分数表示はすでに通分されているとする；即ち u =
p1
q
，v =

p2
q

(p1, p2, qは 0でない整

数)とする。整数が指数の場合の指数法則は示されている。よって

auav = a
p1
q a

p2
q =

(
a

1
q

)p1
(
a

1
q

)p2

=
(
a

1
q

)p1+p2

= a
p1+p2

q

= a
p1
q +

p2
q = au+v

となる。

次の式を示すために最初に (
a

1
q1

) 1
q2

= a
1

q1q2

を示す。ただし q1, q2は 0でない整数とする。b =
(
a

1
q1

) 1
q2 とおくと bq2 = a

1
q1 である。さら

に q1 乗すると

a = (bq2)
q1 = bq2q1 = bq1q2

となるので (1)の最初に注意より b = a
1

q1q2 となる。

u =
p

q
，v =

s

t
とおくと

(au)
v
=

(
a

p
q

) s
t

=

(((
a

1
q

)p) 1
t

)s

=

(((
a

1
q

) 1
t

)p)s

=
(
a

1
qt

)ps

= a
ps
qt = auv

が得られる。途中 (Xp)
1
t =

(
x

1
t

)p

を使用した。

(4) 有理数 uは u =
p

q
と分数表示できる。ここで qは正の整数，pは整数である。a > 0は

常に仮定されているので a
1
q > 0である。これを p乗した au =

(
a

1
q
)p
も正である。

(5) 最初に正の整数 qに対し a
1
q > 1を背理法で示す。a

1
q > 0なので結論を否定すると

0 < a
1
q ≤ 1

が成立している。qは正の整数なので q乗しても不等号の向きは変わらない。よって

0 <
(
a

1
q

)q

≤ 1q = 1

となるのが
(
a

1
q

)q

= aなので a ≤ 1となり矛盾。

次に正の有理数 u =
p

q
に対し au > 1を示す。ここで p, qは正の整数とする。a

1
q > 1なの

で au =
(
a

1
q

)p

> 1となり成立する。

u < vとすると v − u > 0なので今示したことより av−u > 1となるが av−u = aua−v であ

り両辺に au をかけると av > au が得られる。



(6) 0 < a < 1のとき b =
1

a
とおくと b > 1が成立している。u < vのとき (5)より bu < bv

が，即ち (
1

a

)u

<

(
1

a

)v

が成立している。両辺に av+u をかけると

av < au

が得られる。


