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1.12 � �� 1.13 ����� v1, . . . , vn � W ���������������� �!�" — #%$&�('�� W ��)�*+-,�.�/10 ��� 1 243�5��4"16�"���71" — 1 2�3458"�)1* +-, ��94:1���4�<; ��= �<>�#8$?�-�

v1, . . . , vn � W ������������@�A�B =DC�E ��2�� 2 # ��F 5�G���;H������>
(1) v1, . . . , vn � 1 2�3D5�������;�>�#�$?�JI�K�L�M a1, . . . , an ��N?O

a1v1 + · · ·+ anvn = o =⇒ a1 = · · · = an = 0

��F 5�G���>
(2)  �!�������>�#�$?�-��P�Q�� W �R)�* +S, v ��N?O

v, v1, . . . , vn

� 1 2�3�5���"�T�>
UWV ����� .�X #�Y���Z�[ .�\�0 ��> W

.�] =�^�_ �JG���>
W = {0} ��`�:���a�b������R>���� ��c�d O�"�T?��eJf 0�g V � � ��h�i � ��������T�j�"��
� ^ 9�: � ���?�Jf 0 ��;���O���k->

W 6= {0} �R`�:�� o �D"lT�)�* +m, v1

.ln%o�p 6l�R>q2H�l)H* +m, v � v, v1 � 1 2D3�5%"He
� .lr G<> 〈v1 〉 = W " g U �l7H"l)H* +m, �lcDd�s�t � v1 � ���H��"��R> 〈v1 〉 /

⊆ W �H�lul� 1

2�3�5H"%eR� �lcDd G%�D���l��v V . v2 �wG%�l>l2%�R)�* +x, v � v, v1, v2 � 1 2�3�5H"%eR� .r G<> 〈v1, v2 〉 = W ����ul� U ��7%"R)�* +m, �Rc�dDs�t � v1, v2 � ���H��"��R> 〈v1, v2 〉 /
⊆ V

����u 1 2�3�5�"�e�� � G1��������v V . v3 �WG8��>�2���)�* +S, v � v, v1, v2, v3 � 1 2�3
5�"%e�� .�r G�>%���l��y�zH{�"�|�}�~H����G � � U�U ��� R3 � 4 �����%��)�* +S, ��}�� 1 2
3�5%��"�T�; .������ u������ p�� U k->
����� g R3 � ] =�^�_ W �
(1) W = {0}

(2) W = 〈v1 〉

(3) W = 〈v1, v2 〉

(4) W = R3

� 4 ���J������; ��= ����>
v U � ] =�^�_ � ‘ 2�� ’

. ���1���������4��G���>�#�$?� (1) ��`�: W � 0 2���� (2) ��`4:
W � 1 2���� (3) ��`�: W � 2 2���� (4) ��`�: W � 3 2������W����G��R> W 2�� . dimW �� G�>��� �R��kl�J�D�%����� � �����R����Z%��� g t y��H�����l; . �%��"DY V%� ��� "����H����"g "lT�>�#�$?�(2�� . ����G�����������2%��;�� � @�A���"���>

v1, . . . , vn � f
1
, . . . , f m

.
W � 2 #������?�JG���� m = n ������>
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U ��;���������y�z�{�"������ ��� G��l>
 �¡%¢�£

1.18 2�� ] =�^�_ ��2�� .�¤ ���J>

(1) W =











x =







x

y

z






∈ R3

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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x + 5y + z = 0











(2) W =











x =







x

y

z






∈ R3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x + 2y + 3z = 0











(3) W =











x =







x

y

z






∈ R3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x + 4y − z = 0, 2x + 3y + z = 0











(4) W =











x =







x

y

z






∈ R3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x + 4y − z = 0, 2x + 3y + z = 0, x + y + z = 0











1.3 ¥§¦©¨§ª
«�¬

1.16 U, V
.

R3 � ] =D^�_ �JGH��> U � g V ��l®�¯ f °�±�²�³ (linear map) �������R�
2�� 2 #�� C�E .�´ ��G�;������l>
(1) P�Q�� u, v ∈ U ��N?O f(u + v) = f(u) + f(v) ��F 5�G���>
(2) P�Q�� v ∈ U �JP�Q������ α ��N?O f(αv) = αf(v) ��F 5�G���>
µ�£

1.17 f : U → V
.�¶�· ®�¯?�JG���> Ker(f) = {u ∈ U | f(u) = 0},

Im(f) = {v ∈ V | v = f(u), u ∈ U } � � 6��J� Ker(f)� Im(f) � ] =�^�_ ������>
¸

1.18 ¹�º A ��N?OJ®�¯ fA

.
fA(x) = Ax ������G8� (fA � R3 � g R3 %��®�¯ )> U ���

u�¹�º���»�G�� =�¼ [�½�� g A(x + y) = Ax + Ay ��F 5�G���>�$�� A(αx) = αAx e F 5�G��
���l� fA � ¶�¾ ®�¯%��"���>

A =







0 1 2

1 2 3

2 3 4






�JG���> U � fA ��N?O Ker(fA) � Im(fA)

.�¤ � p ~?��k->

x =







x

y

z






∈ Ker(fA) �JG����J� Ax = 0, ¿�À y + 2z = 0, x + 2y + 3z = 0, 2x + 3y + 4z = 0

��F 5?O�"�Y V�� " g "�T�> U ��Á�ÂÃ��� x − z = 0, x + y + z = 0
.�Ä ��>�Å�� U � C�E ����u

x ∈ Ker(fA) ��"���>
y ∈ Im(fA) �H��u�� x =







x

y

z






∈ R3 ��c�d O p y = fA(x) Æ Ax �JÇ�Y���>
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"������

Ax = x







0

1

2






+ y







1

2

3






+ z







2

3

4






= (x − z)







0

1

2






+ (y + 2z)







1

2

3







�ÈÇ�Y4��>�Å1� y = p







0

1

2






+ q







1

2

3






�<�8��N&O x =







p

q

0






�ÈÉ&6�� y = fA(x) "4�4���

y ∈ Im(fA) ������>
� o�p

Ker(fA) =











x =







x

y

z






∈ R3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x − z = 0, x + y + z = 0











Im(fA) =











y =∈ R3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y = p







0

1

2






+ q







1
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, p, q ∈ R











=

〈
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,
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〉
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1.19 2���¹�º�� ��Ê?Ë V � ¶�¾ ®�¯ fA ��N?O Ker(fA) Ì�� Im(fA)

.�¤ ���J>
(1) A =







1 1 0

1 2 0

1 3 0






(2) A =







1 −1 1

3 2 8

2 1 5







(3) A =







1 0 0

2 0 0

3 0 0






(4) A =







1 2 3

0 1 0

1 0 1
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1.20 U, V, W

.
R3 � ] =�^�_ �JG���> f : U → V , g : V → W

.�¶�¾ ®�¯?�JG����J�
: F ®�¯ g ◦ f e ¶�¾ ®�¯������ U � . � s >

f : U → V � ���� 1 N 1 ®�¯���������u��DÅ�®�¯ f−1 e�Í ¾ ®�¯�������; . � s >µ�£
1.19 f : R3 → R3

.�¶�· ®�¯?�JG��l> U �H��u 3 2�¹�º A ��c�d O p P�Q���)�* +x, v �
N?O f(v) = Av ��F 5�G���> U ��¹�º A

.�¶�¾ ®�¯ f � ��Ê ¹�º?�JT�k->
f : U → V , g : V → W

.�¶�· ®�¯?�WG���> A
.

f ��� B
.

g � ��Ê ¹�º?�JG%��> U ����u BA

� g ◦ f � ��Ê ¹�º%������>
¸

1.20 ®�¯ f
.

z Î���»�G�� θ Ï�Ð?�JG���> u � v ��Ñ ��Ò�¹ 4 Ó · ��N�Ô ¶ � \�0�g V ��)
* +m, � u + v �����l> U ��Ò�¹ 4 Ó ·�. θ ÏRÐ Ë s pRÄ?g V �RÒ�¹ 4 Ó · � f(u) � f(v) �H� op Ñ g V p T���> U ��N�Ô ¶ � f(u) + f(v) ����� � � UJV � u + v

.
θ Ï�Ð Ë s � f(u + v) �

���l>�� oDp f(u + v) = f(u) + f(v) � ÄÃg V ��>%Í�7H� f(αv) = αf(v) ��= ����> f � ¶�¾ ®
¯�������>

f
. �HÊ GÕ�<¹Hº . A =







a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33






�RGÃ��> e1 =







1

0

0







.
f �D®&OD�8eD�4�
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cos θ

sin θ

0






���?�Ö� e2 =







0

1

0







.
f ��®?O��He����







− sin θ

cos θ

0






�����-� e1 =







0

0

1







.
f �

®?Ol��e����






0

0

1






������> f(e1) =







a11

a21

a31






, f(e2) =







a12

a22

a32






, f(e3) =







a13

a23

a33






"����

A =







cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1







��= ����>
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