
　線型解析 II要綱 #1　 2003–10–2 河野

今回の講義から線形解析 II に入る。要綱の number は 1 から始めるが，セクション・ページ数は前
期からの継続とする。この要綱は線形解析 Iと同様に http://math.cs.kitami-it.ac.jp/ k̃ouno/kougi.html
に置いておく。

3 連立 1次方程式と階数

「連立 1 次方程式を解く」事に関しては前期でも式変形の途中で何度か出て来た。ここでは連立
1 次方程式の一般理論を行列の基本変形と階数と関係させて扱う。この章の keywordは３つ，連
立１次方程式，基本変形，階数である。階数は定義が 4種類あり，1つを定義に採用すれば残り３
つは性質になる。階数が 4つの側面を持っていることをしっかり押さえることが重要である。

3.1 連立 1次方程式

連立 1次方程式を表現する形は色々ある。

(E)





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

aj = (aij) ∈ Km, b = (bi) ∈ Km とおくと

(Ev) a1x1 + a2x2 + · · ·anxn = b

A = (aij) ∈ M(m,n;K ), x = (xj) ∈ Kn とおくと

(EM ) Ax = b

この 3つは同じ内容を表している。(E) は通常の表記，(Ev) はベクトル方程式として表記した
もの，(EM ) は行列表示である。この時問題は以下の様に定式化される。

¶ ³
(1) (E), (Ev), (EM ) は解を持つのか

(2) 解を持つ時どれくらい有るのか，さらにすべての解をパラメーター等を用いて表せ。
µ ´

一般に議論する前に具体例を見よう。





1x + 0y + 2z + 0w = 1
1x + 0y + 3z + 1w = 1
2x + 0y + 5z + 1w = b + 2




10201
10311
2051b + 2



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左が連立 1次方程式，右がその係数を書き並べた行列 (係数拡大行列と呼ばれる) である。ここ
で b は与えられた定数とする。この方程式が解を持つか，また持つときその解をどの様に書き表す

か，という問題を考える。与えられた連立方程式では解の存在等に関して分かりにくいので加減法

を用いて変形して行く。





1x + 0y + 2z + 0w = 1
1x + 0y + 3z + 1w = 1
2x + 0y + 5z + 1w = b + 2




10201
10311
2051b + 2








1x + 0w + 2z + 0y = 1
1x + 1w + 3z + 0y = 1
2x + 1w + 5z + 0y = b + 2

(y と w の位置の入れ換え)




10201
11301
2150b + 2


 (2 列↔ 4 列)





1x + 0w + 2z + 0y = 1
1x + 1w + 3z + 0y = 1
1x + 0w + 2z + 0y = b + 1

(3 式→ 3式－ 2 式)




10201
11301
1020b + 1


 (3 行→ 3 行－ 2 行)





1x + 0w + 2z + 0y = 1
1x + 1w + 3z + 0y = 1
0x + 0w + 0z + 0y = b

　 (3 式→ 3 式－ 1式)




10201
11301
0000b


 (3 行→ 3行－ 1 行)





1x + 0w + 2z + 0y = 1
0x + 1w + 1z + 0y = 0
0x + 0w + 0z + 0y = b

　 (2 式→ 2 式－ 1式)




10201
01100
0000b


 (2 行→ 2行－ 1 行)

この変形で行っているのは，変数の場所の入れ換え (行列では列の入れ換え)と式の加減 (行列
ではある行の何倍かを別の行に加える) の 2つの操作である。この変形は逆変形もできるので，与
えられた式系と最後の式系は同値である事が分かる。よって最後の式系を考える。

解の存在に関しては，b 6= 0 のとき解は存在しない。b = 0 の時解が存在する事が分るので以下
b = 0 とする。y は式の値に影響を与えないので自由に決定できる。それ以外の x, z, w は１つを決

めると他はそれに従って決まる。今 z を選び，これを自分が自由に決定できるとしよう。このこ

とを書き方の上でも明確にするため s = z, y = tとおく(1)。連立 1次方程式の解 x, y, z, w はパラ

メータ s, t を用いて

x = −1− 2s, y = t, z = s, w = −s

と表す事ができる。これをベクトルで表すと




x

y

z

w




=




1− 2s

t

s

−s



と書ける。s, t を任意に与

えると，x, y, z, w は連立 1次方程式の解になっているし，逆に連立 1 次方程式の任意の解はある
s, t を用いて上のように書ける。

(1)z, y を選んだのは係数を整数にするためであり，例えば，x, y を選んでもよい。ただし，今の場合 y は選択しておく
必要がある。
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この事を線型代数の言葉を用いて書き直してみよう。行列 Aとベクトル b を，A =




1 0 2 0
1 0 3 1
2 0 5 1


，

b =




1
1

b + 1


 とおく。

連立 1次方程式の解ベクトル x =




x

y

z

w



全体の集合を W (A, b) とすると，

W (A, b) =





x =




x

y

z

w



∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ax = b




である。上の議論により解ベクトル x はパラメータ

s, t を用いて

x =




x

y

z

w




=




1− 2s

t

s

−s




=




1
0
0
0




+ s




−2
0
1

−1




+ t




0
1
0
0




と表す事ができる。

W (A,0) = W (A) =





x =




x

y

z

w



∈ K4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ax = 0




とおくと，W (A) はベクトル空間で，




−2
0
1

−1




,




0
1
0
0



は W (A) の基底になっている。連立 1次方程式の任意の解ベクトル x は 1つ

の解ベクトル




1
0
0
0



と W (A)のベクトルの和になっている。解をパラメータ表示するために

は W (A, b) のベクトル




1
0
0
0



と W (A) の基底である




−2
0
1

−1




,




0
1
0
0



が分かればよい。逆に

W (A, b) の解のパラメータ表示が得られたとき，そのパラメータ表示から，連立 1 次方程式の 1
つの解と W (A) の 1 組の基底を求める事ができる。

解が存在する場合，解がどれぐらいあるかという問題は W (A) の次元がどれぐらいかという問
題に置き換える事ができる。一般的に述べておこう。

56



連立 1次方程式で，特に b = 0 の場合を考える。

(H)





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

aj = (aij) とおくと
(Hv) a1x1 + a2x2 + · · ·anxn = 0

A = (aij), x = (xj) とおくと
(HM ) Ax = 0

命題 3.1 (E) に解が存在する時，(E) の解と (H) の解の間にはは 1対 1対応がある。
集合の言葉で言えば，W (A, b) 6= Ø のとき W (A, b)から W (A) への上への 1 対 1 写像が存在

する。

証明 W (A, b) 6= Ø であるから W (A, b)の 1 つのベクトルを x0 とする。W (A, b) から W (A)
への写像 f を f(x) = x− x0 とする。A(f(x)) = A(x− x0) = Ax− Ax0 = b− b = 0なので実

際 f(x) ∈ W (A)となっている。
x, x′ ∈ W (A, b) に対し f(x) = f(x′) とすると，x − x0 = f(x) = f(x′) = x′ − x0 より，

x = x′ となる。よって f は 1対 1 写像である。W (A) の任意のベクトル y に対し x = y + x0 と

おくと A(x) = A(y + x0) = Ay + Ax0 = 0 + b = b となるので，x ∈ W (A, b) である。また
f(x) = x− x0 = y + x0 − x0 = y となるので f は上への写像である。

命題 3.1 により (E) に解が存在する場合，その解と (H) の解は 1 対 1対応する。問題 (2)にの
『どれぐらい』というときのはかる基準として W (A) = {x ∈ Kn | Ax = 0} の次元 dim W (A) を
とる事にする。この数はパラメータ表示に関していうと，パラメータの個数に対応する。
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