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2.2 (m,n)行列

一般の行列について考えよう。各成分は K の元とする。m 行 n列の行列 ((m,n) 行列，m× n

行列ともいう)Aを 


a11 · · · a1n

... aij

...
am1 · · · amn




と書こう行列 A を (aij) とも書く。慣れればこの方が簡単である。2 つの行列 A = (aij) と B =
(bij) が等しい事をともに同じ型 ((m,n) タイプ) の行列であり，任意の i, j に対し aij = bij が成

立する事で定義する。

(m,n) 行列全体の集合を M(m,n; K ) で表す。M(m,n;K ) には和とスカラー倍が次の様に定義
できる。

A =




a11 · · · a1n

... aij

...
am1 · · · amn


, B =




b11 · · · b1n

... bij

...
bm1 · · · bmn


∈ M(m,n; K )，α ∈ K に対し和，スカ

ラー倍を

A + B =




a11 + b11 · · · a1n + b1n

... aij + bij

...
am1 + bm1 · · · amn + bmn




αA =




αa11 · · · αa1n

... αaij

...
αam1 · · · αamn




で定義する。和とスカラー倍は (aij) の記号で書くと

(aij) + (bij) = (aij + bij), α(aij) = (αaij)

と書ける。とくに m = nの時M(n; K )とも書き，その元を n次 (正方) 行列と言う。K が明ら

かなときは省略して，M(n),M(m,n) と書く場合もある。
ここで行列の積について復習しておこう。

A =




a11 · · · a1n

... aij

...
am1 · · · amn


 ∈ M(m,n ; K ), B =




b11 · · · b1p

... bij

...
bn1 · · · bnp


 ∈ M(n, p ;K ) に対し

その積 AB = (cij) は

cij =
n∑

s=1

aisbsj = ai1b1j + · · ·+ ainbnj

このプリントも含め講義関連のプリントは http://math.cs.kitami-it.ac.jp/˜kouno/kougi.html においてある。
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と定義されていた。定義から分るように積 AB は (m, p)行列になる。行列の積は全体を通じて基
本的である。特に 2重添字を用いての掛け算が自由にできるようになる事を 1 つの目標として各
自取り組んでほしい (演習問題 2.7参照)。

演習問題 2.5 [行列の計算練習] 次を計算せよ。

(1)




0 1 2 3
1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6







1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1




(2)

(
1 2 3
3 2 1

)


1 2
2 4
2 1




(3)




1 2
2 4
2 1




(
1 2 3
3 2 1

)
(4)




0 1 2 3
1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6







1
2
0
3




ここで実数の 1 に対応する単位行列についてふれておく。クロネッカーのデルタと呼ばれる記
号を

δij =

{
1 (i = j)
0 (i 6= j)

で定義した時，n次行列 En を En = (δij)(1)と定義すると次が成立する。

命題 2.7 (m, n) 行列 A に対し

EmA = AEn = A

が成立する。特に n次正方行列 A に対しては

EnA = AEn = A

が成立する。

命題 2.7より単位行列 E は実数の積における 1の役割を果たす事が分る。実数の 0に対応する
のが零行列 O(すべての成分が 0 の行列) である。

演習問題 2.6 行列の積と実数の積の違う点は大きく言って 2つある。1 つは交換法則 (AB = BA)
が成立しない事，2つは零因子 (A 6= O,B 6= O で AB = O となる行列，ただし O は零行列) の存
在である。4次の行列についてそれぞれ例をあげよ。
演習問題 2.7 2 重添字に慣れるための問題

(1) 命題 2.7を示せ

(2) 行列の積に関し分配法則 (A(B + C) = AB + AC,(A + B)C = AC + BC) と結合法則
((AB)C = A(BC)) が成立することを示せ。

(1)次数 n が明らかな場合は E とも書く。

43



(3) 行列 A = (aij) に対し B = (bij) を bij = aji で定めた時，B を A の転置行列といい B = AT

と表す。この時 (AB)T = BT AT を示せ。

(4) n次行列 A =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
0 · · · 0 1
0 · · · 0



に対し An = O(零行列)が成立する事を示せ (n =

3, 4等で試算してみよ)。

(5) n次行列 A =




0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
...

...
0 1 · · · 0
1 · · · 0



に対し An を計算せよ。(n = 2, 3, 4等で試算して

みよ)。

(6) i >= j の時 aij = 0 であるような n次行列 A = (aij) に対し An = O(零行列) が成立する事
を示せ (n = 3, 4等で試算してみよ)。

定義 2.8 n 次正方行列 A = (aij) に対し n 次正方行列 X が存在して

AX = En XA = En

となるとき X を Aの逆行列 (inverse matrix) という。またこのとき Aは可逆 (invertible) または
正則 (non–singular) であるという。

3 次行列の場合と同様に AX = En または XA = En の一方が成立すれば X が逆行列である事が

分かるが，この事実は後で行列式の所で証明する。

命題 2.9 A,B が正則な行列のとき AB も正則で，(AB)−1 = B−1A−1 が成立する。

演習問題 2.8 次の形の行列が正則であるための必要十分条件を求めよ。

A =




a 1 x y

0 b 1 z

0 0 c 1
0 0 0 d




また正則のとき逆行列を求めよ。

演習問題 2.9 A が正則のとき AT も正則であり，
(
AT

)−1 =
(
A−1

)T
を示せ。

(m,n) 行列 A = (aij) を n個の m 次元ベクトルの組で表すと便利なことがある。各 j (j =
1, . . . , n) に対し aj = (aij) とおくと，A = (a1 . . . an) と表す事ができる。(n, p) 行列 B = (bij)
に対し bj = (bij) (j = 1, . . . , p) とおくとき，B = (b1 . . . bp) であるが，AB = A(b1 . . . bp) =
(Ab1 . . . Abp) が成立する。

44


