
　線形解析 II問題解説 #4　 河野

演習問題 ∗3.9 Aを (s1, t1)行列，B を (s1, t2)行列，C を (s2, t1)行列，D を (s2, t2)行列と

する。x1 を t1 項数ベクトル，x2 を t2 項数ベクトルとする。M =

(
A B

C D

)
, x =

(
x1

x2

)
と

するときMx =

(
Ax1 +Bx2

Cx1 +Dx2

)
が成立することを示せ。

M = (mij), A = (aij), B = (bij),C = (cij),D = (dij) とおく。また x =




x1

x2

...
xt1+t2




,x1 =




x1

x2

...
xt1




, x2 =




x1

x2

...
xt2



とおく。行列M を t1 列と t1 + 1 列の間および s1 行と s1 + 1行の間

で分割してできる行列が A,B,C,D なので

aij = mi j (1 <= i <= s1, 1 <= j <= t1)
bij = mi t1+j (1 <= i <= s1, 1 <= j <= t2)
cij = ms1+i j (1 <= i <= s2, 1 <= j <= t1)
dij = ms1+i t1+j (1 <= i <= s2, 1 <= j <= t2)

が成立する。またベクトルに対しても

x1j = xj (1 <= j <= t1)
x2j = xt1+j (1 <= j <= t2)

が成立する。Ax1 +Bx2 の i成分は

t1∑

k=1

aikx1k +
t2∑

k=1

bikx2k =
t1∑

k=1

mikxk +
t2∑

k=1

mit1+kxt1+k

=
t1∑

k=1

mikxk +
t1+t2∑

k=t1+1

mikxk

=
t1+t2∑

k=1

mikxk



となる。これはMx の i成分と等しい。また Cx1 +Dx2 の i成分は

t1∑

k=1

cikx1k +
t2∑

k=1

dikx2k =
t1∑

k=1

ms1+i kxk +
t2∑

k=1

ms1+i t1+kxt1+k

=
t1∑

k=1

ms1+i kxk +
t1+t2∑

k=t1+1

ms1+i kxk

=
t1+t2∑

k=1

ms1+i kxk

となる。これはMx の s1 + i成分と等しい。よってMx =

(
Ax1 +Bx2

Cx1 +Dx2

)
が成立する。

演習問題 3.10 次の連立方程式が解を持つかどうか，定理 3.9を用いて調べよ。解を持つときは
解をパラメータ表示せよ。また W (A)の基底を 1組求めよ (この問題は演習問題 3.1と同じ問題)。

(1)

{
x+ y + z + w = 1
x+ y + z + w = a

(2)





x+ y + z + u+ v = 1
x+ 2y + 3z + 4v = 0
2x+ 3y + 4z + 5v = a

(3)





2x+ y + 2z + u+ 2v + w = 1
x+ 2y + z + 2u+ v + 2w = 0

x− y + z − u+ v − w = a

x+ y + z + u+ v + w = b

(4)





1x+ 1y + 1z + 1u+ 1v + 2w = 1
1x+ 2y + 2z + 2u+ 3v + 3w = 2
1x+ 1y + 2z + 3u+ 2v + 3w = 2
2x+ 2y + 3z + 4u+ 3v + 5w = a+ 3
3x+ 2y + 3z + 4u+ 3v + 5w = b+ 3

これは前期に解説しているので，それを見て下さい。ただし，階数を導入しているので，以前よ

り見やすいかもしれない

演習問題 3.11 次の行列 Aおよび Ã = (A b)の階数を求めよ。ただし

A =




1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 a

1 0 0 0 0 b

1 1 1 1 1 c

0 c 0 0 0 0
0 0 0 b 0 0




b =




p

q

r

s

t

u




とする。また Ax = bが解をもつかどうか調べよ。解を持つとき，その解をパラメータ表示せよ。

(この問題ができれば方程式論は卒業)



変数の指定を忘れました。ここでは X,Y, Z, U, V,W としておきます。(小文字にしようと思った
がすでに u を使用していたので) 行列の基本変形はできるようになっていると思われるので，変形
した結果のみを記す。列基本変形を行うと変数名の変化を記憶しておかなくてはならないので，こ

こでは行基本変形のみ行う。結果の行列は準標準型になるとは限らないが，方程式が見やすい形ま

では変形する。

(1) c = 0 かつ b = 0 のとき




1 0 0 0 0 0 r

0 1 1 1 1 0 s− r
0 0 0 0 0 1 p− r
0 0 0 0 0 0 q − p+ (1− a)(p− r)
0 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 0 u




解を持つ必要十分条件は t = 0，u = 0，q − p+ (1− a)(p− r) = 0 である。このとき解は




X

Y

Z

U

V

W




=




r

s− r
0
0
0

p− r




+ Z




0
−1

1
0
0
0




+ U




0
−1

0
1
0
0




+ V




0
−1

0
0
1
0




となる。

(2) c = 0 かつ b = 1 かつ a = 1 のとき




1 0 0 0 0 1 p

0 1 1 0 1 −1 s− p− u

b
0 0 0 1 0 0

u

b
0 0 0 0 0 0 q − p
0 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 0 r − p




解を持つ必要十分条件は t = 0，r − p = 0，q − p = 0 である。このとき解は




X

Y

Z

U

V

W




=




p

s− r − b

u
0
u

b
0
0




+ Z




0
−1

1
0
0
0




+ V




0
−1

0
0
1
0




+W




−1
1
0
0
0
1




となる。

(3) c = 0 かつ b 6= 0 かつ b 6= 1 のとき






1 0 0 0 0 0 p− r − p
b− 1

0 1 1 0 1 0 s− p− u

b
+
r − p
b− 1

0 0 0 1 0 0
u

b

0 0 0 0 0 1
r − p
b− 1

0 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 0 q − p+
(1− a)(r − p)

b− 1




解を持つ必要十分条件は t = 0，q − p+
(1− a)(r − p)

b− 1
= 0 である。このとき解は




X

Y

Z

U

V

W




=




p− r − p
b− 1

s− p− b

u
+
r − p
b− 1

0
u

b
0

r − p
b− 1




+ Z




0
−1

1
0
0
0




+ V




0
−1

0
0
1
0




となる。

(4) c = 0 かつ b = 1 かつ a 6= 1 のとき




1 0 0 0 0 0 p− q − p
a− 1

0 1 1 0 1 0 s− p− u

b
+

q − p
a− 1

0 0 0 1 0 0
u

b

0 0 0 0 0 1
q − p
a− 1

0 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 0 r − p+
(1− b)(q − p)

a− 1




解を持つ必要十分条件は t = 0，r − p+
(1− b)(q − p)

a− 1
= 0 である。このとき解は




X

Y

Z

U

V

W




=




p− q − p
a− 1

s− p− b

u
+

q − p
a− 1

0
u

b
0

q − p
a− 1




+ Z




0
−1

1
0
0
0




+ V




0
−1

0
0
1
0




となる。

(5) c 6= 0 かつ b = 0 のとき






1 0 0 0 0 0 r

0 1 0 0 0 0
t

c

0 0 1 1 1 0 c(r − p) + s− r − t

c
0 0 0 0 0 1 p− r
0 0 0 0 0 0 (a− 1)(r − p)
0 0 0 0 0 0 u




解を持つ必要十分条件は u = 0，(a− 1)(r − p) = 0 である。このとき解は




X

Y

Z

U

V

W




=




r
t

c

c(r − p) + s− r − t

c
0
0

p− r




+ U




0
0
−1

1
0
0




+ V




0
0
−1

0
1
0




となる。

(6) c 6= 0 かつ b = 1 かつ a = 1 のとき




1 0 0 0 0 1 p

0 1 0 0 0 0
t

c

0 0 1 0 1 c− 1 − t− c(s− p)
c

− u

b
0 0 0 1 0 0

u

b
0 0 0 0 0 0 r − p
0 0 0 0 0 0 q − p




解を持つ必要十分条件は r − p = 0，q − p = 0 である。このとき解は




X

Y

Z

U

V

W




=




p
t

c

− t− c(s− p)
c

− u

bu

b
0
0




+ V




0
0
−1

0
1
0




+W




−1
0

1− c
0
0
1




となる。

(7) c 6= 0 かつ b 6= 0 かつ b 6= 1 のとき






1 0 0 0 0 0 p− r − p
b− 1

0 1 0 0 0 0
t

c

0 0 1 0 1 0 − t− c(s− p)
c

+
(1− c)(r − p)

b− 1
− u

b
0 0 0 1 0 0

u

b

0 0 0 0 0 1
r − p
b− 1

0 0 0 0 0 0 q − p+
(1− a)(r − p)

b− 1




解を持つ必要十分条件は q − p+
(1− a)(r − p)

b− 1
= 0 である。このとき解は




X

Y

Z

U

V

W




=




p− r − p
b− 1
t

c

− t− c(s− p)
c

+
(1− c)(r − p)

b− 1
− u

b
u

b
0

r − p
b− 1




+ V




0
0
−1

0
1
0




となる。

(8) c 6= 0 かつ b = 1 かつ a 6= 1 のとき




1 0 0 0 0 0 p− q − p
a− 1

0 1 0 0 0 0
t

c
+ (1− c)(r − p)

0 0 1 0 1 0 − t

c
− u

b
+ p− s+ (1− c)(r − p)

0 0 0 1 0 0
u

b
0 0 0 0 0 0 r − p
0 0 0 0 0 1

q − p
a− 1




解を持つ必要十分条件は t = 0，r − p+
(1− b)(q − p)

a− 1
= 0 である。このとき解は




X

Y

Z

U

V

W




=




p− q − p
a− 1

t

c
+ (1− c)(r − p)

− t

c
− u

b
+ p− s+ (1− c)(r − p)

u

b
0

q − p
a− 1




+ V




0
0
−1

0
1
0




となる。



演習問題 3.12 命題 3.14および命題 3.15を証明せよ。

ここの議論は
∑
を用いてきちんと計算しているのでなれていないと難しいかもしれない。n =

3, 4の場合を計算してみると，議論の参考になるかもしれない。
最初は命題 3.14で逆行列を計算する。Pn(k, `)Pn(k, `)を計算する。この積の行列 (i, j)成分を

p̃ij とすると

p̃ij =
n∑
s=1

pispsj

=
∑

s 6=k,`
pispsj + pikpkj + pi`p`j

である。ただし
∑

s 6=k,`
は s = 1から s = n まで和をとるとき s = k と s = `を除いて和をとるこ

とを意味する。最初に i = k の場合を計算する。このとき和は
∑

s 6=k,`
pkspsj + pkkpkj + pk`p`j =

∑

s 6=k,`
pkspsj + 0× pkj + 1× p`j =

∑

s 6=k,`
pkspsj + p`j となる。pks は s 6= `のとき 0なので p̃ij = p`j

となる。よって j = k のときのみ p̃ij = 1 でそれ以外は 0である。次に i = `の場合，この場合は

i = k の場合と同様にできる。和は
∑

s 6=k,`
p`spsj +p`kpkj +p``p`j =

∑

s 6=k,`
p`spsj +1×pkj +0×p`j =

∑

s 6=k,`
pkspsj + pkj となる。pks は s 6= k のとき 0なので p̃ij = pkj となる。よって j = `のときの

み p̃ij = 1 でそれ以外は 0である。最後に i 6= k かつ i 6= `の場合を考える。このときは pik = 0

かつ pi` = 0 なので p̃ij =
∑

s 6=k,`
pispsj となる。pis は s = iのときのみ 1でそれ以外は 0となる。

よって p̃ij = piipij = pij である。このときも i = j のとき 1それ以外は 0 である。いずれの場合
も i 6= j のとき p̃ij = 0，i = j のとき p̃ij = 1 となる。よって p̃ij = δij(クロネッカーのデルタ)な

ので Pn(k, `)Pn(k, `) = En となる。よって Pn(k, `)−1 = Pn(k, `)である。

Qn(k;λ)Qn

(
k;

1
λ

)
を計算する。この積の行列の (i, j)成分を q̃ij とする。Qn(k;λ)の (i, j)成

分はプリント通り qij，Qn

(
k;

1
λ

)
の (i, j)成分を q′ij とする。すなわち q′kk =

1
λ
，q′ii = 1 (i 6= k)，

q′ij = 0 ( その他の場合)とする。

q̃ij =
n∑
s=1

qisq
′
sj

=
∑

s 6=k
qisq

′
sj + qikq

′
kj

となっている。ただし
∑

s 6=k
は s = 1 から s = n まで和をとるとき s = k を除いて和をとることを

意味する。i = k のとき s 6= i(= k)なので qis = 0 である。このときは q̃kj = qkkq
′
kj = λq′kj と

なる。よって j = k のときは q̃kj = λ
1
λ =

1それ以外は q̃kj = 0 となる。i 6= k のとき qik = 0 な

ので q̃ij =
∑

s 6=k
qisq

′
sj となるが qis は s = iのときのみ 0ではないので q̃ij = qiiq

′
ij となる。よって



i = j のとき q̃ij = λ
1
λ

= 1，i 6= j のとき q̃ij = 0 となる。いずれの場合も q̃ij = δij となるので

Qn(k;λ)Qn

(
k;

1
λ

)
= En となる。よって Qn(k;λ)−1 = Qn

(
k;

1
λ

)
である。

Rn(k, `;α)Rn(k, `;−α)を計算する。この積の行列の (i, j)成分を r̃ij とする。Rn(k, `;α)の (i, j)
成分はプリント通り rij，Rn(k, `;α)の (i, j)成分を r′ij とする。すなわち r′k` = −α，r′ii = 1，
r′ij = 0 (その他の場合)とする。

r̃ij =
n∑
s=1

risr
′
sj

=
∑

s 6=k
risr

′
sj + rikr

′
kj

となっている。最初に i = k の場合を考える。このとき s 6= i(= k)なので r̃kj =
∑

s 6=k
rksr

′
sj +

rkkr
′
kj = rk`r

′
`j + r′kj = αr′`j + r′kj である。j = k のとき r̃kk = αr′`k + r′kk = 1 であり，j = `の

とき q̃k` = αr′`` + r′k` = α − α = 0 であり，j 6= k, `のとき r̃kj = 0 となる。次に i = `の場合を

考える。このとき r̃`j =
∑

s 6=k
r`sr

′
sj + r`kr

′
kj = r``r

′
`j = r′`j である。j = `のときは 1，j 6= `のと

きは 0である。最後に i 6= k, `の場合を考える。r̃ij =
∑

s 6=k
risr

′
sj = riir

′
ij = r′ij なので，i = j のと

き 1，i 6= j のとき 0になる。いずれの場合も r̃ij = δij となり。Rn(k, `;α)Rn(k, `;−α) = En と

なる。よって Rn(k, `;α)−1 = Rn(k, `;−α)である。
次に転置行列を考える。Pn(k, `)および Qn(k;λ)は pij = pji および qij = qji が成立している

ので Pn(k, `)T = Pn(k, `)，Qn(k;λ)T = Qn(k;λ)が成立する。rij は (i, j) = (k, `), (`, k)以外は
rij = rji が成立している。Rn(k, `;α)の (k, `)成分は α，(`, k)成分は 0であり，Rn(`, k;α)の
(`, k)成分は α，(k.`)成分は 0である。よって Rn(k, `;α)T = Rn(`, k;α)となっている。

次は命題 3.15を示す。前命題と同様に
∑
を用いているので，n = 3, 4で計算すると，議論の

参考になるかもしれない。

A = (aij)，A′ = (a′ij)とする。

(1) A′ = Pn(k, `)Aのとき a′ij =
n∑
s=1

pisasj である。i 6= k かつ i 6= `については pis = δis な

ので

a′ij =
n∑
s=1

pisasj

=
n∑
s=1

δisasj

= δiiaij = aij

となり Aと A′ の i行は一致している。i = k のとき

a′kj =
n∑
s=1

pksasj

= pk`a`j = a`j



となるので A′ の k 行は Aの `行と等しい。i = `のとき

a′`j =
n∑
s=1

p`sasj

= p`kakj = akj

となるので A′ の `行は Aの k 行と等しい。以上により A′ は Aの k 行と `行を入れ換えたもの

になっている。

(2) A′ = APm(k, `)のとき a′ij =
m∑
s=1

aispsj である。j 6= k かつ j 6= `については psj = δsj

なので

a′ij =
m∑
s=1

aispsj

=
m∑
s=1

aisδsj

= aijδjj = aij

となり Aと A′ の j 列は一致している。j = k のとき

a′ik =
m∑
s=1

aispsk

= ai`p`k = ai`

となるので A′ の k 列は Aの `列と等しい。j = `のとき

a′i` =
m∑
s=1

aisps`

= aikpk` = aik

となるので A′ の `列は Aの k 列と等しい。以上により A′ は Aの k 列と `列を入れ換えたもの

になっている。

(3) A′ = Qn(k;λ)A a′ij =
n∑
s=1

qisasj である。i 6= k については pis = δis なので

a′ij =
n∑
s=1

qisasj

=
n∑
s=1

δisasj

= δiiaij = aij

となり Aと A′ の i行は一致している。i = k のとき qks = λδks なので

a′kj =
n∑
s=1

qksasj

= λδkkakj = λakj



となるので A′ の k 行は Aの k 行の λ 倍になっている。

(4) A′ = AQm(k;λ) a′ij =
n∑
s=1

aisqsj である。j 6= k については psj = δsj なので

a′ij =
m∑
s=1

aisqsj

=
m∑
s=1

aisδsj

= aijδjj = aij

となり Aと A′ の j 列は一致している。j = k のとき qsk = λδsk なので

a′ik =
m∑
s=1

aisqsk

= aikλδkk = λaik

となるので A′ の k 列は Aの k 列の λ 倍になっている。

(5) A′ = Rn(l, `;α)A a′ij =
n∑
s=1

risasj である。i 6= k については ris = δis なので

a′ij =
n∑
s=1

risasj

=
n∑
s=1

δisasj

= δiiaij = aij

となり Aと A′ の i行は一致している。i = k のとき

a′kj =
n∑
s=1

rksasj

= rkkakj + rk`a`j = akj + αa`j

となるので A′ の k 行は Aの k 行に `行の α 倍を加えたものになっている。

(6) A′ = ARm(k, `;α) a′ij =
n∑
s=1

aisrsj である。j 6= k については rsj = δsj なので

a′ij =
m∑
s=1

aisrsj

=
m∑
s=1

aisδsj

= aijδjj = aij

となり Aと A′ の j 列は一致している。j = `のとき

a′ik =
m∑
s=1

aisrs`

= aikrk` + ai`r`` = αaik + ai`



となるので A′ の `列は Aの `列に k 列の λ 倍を加えたものになっている。

演習問題 3.13 次の行列の逆行列を求めよ。

(1)




1 2 2 2
2 1 2 2
2 2 1 2
2 2 2 1




(2)




1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1




計算方法は理解していると思うので結果のみを記す。

(1)
1
7




−5 2 2 2
2 −5 2 2
2 2 −5 2
2 2 2 −5




(2)
1
3




1 1 1 −2
1 1 −2 1
1 −2 1 1
−2 1 1 1





