
　線形解析 II問題解説 #13　 河野

演習問題 6.3 次の微分方程式を演算子法を用いて解け。ただし解関数は複素数値関数でもよい

とする。

(1) y′ + y sinx = 0 (2) y′ + (x+ 1)y = 0
(3) y′ + e2xy = 0 (4) y′′ − 5y′ + 6y = 0
(5) y′′ − y′ − 6y = 0 (6) y′′ + y = 0
(7) y′′ + 4y = 0 (8) y′′ − 2y′ + y = 0
(9) y′′ + 4y′ + 4y = 0

(1) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D + sinx)y = 0

となる。
∫
− sinxdx = cosxなので

D + sinx = exp (cosx)D exp (− cosx)

を用いると，微分方程式は

exp (cosx)D exp (− cosx) y = 0

となる。u = exp (− cosx) y とおくと exp (cosx)Du = 0 より Du = 0 を得る。これを積分すると
u = C (定数)となる。exp (− cosx) y = u = C より

y = C exp (cosx)

を得る。

(2) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D + x+ 1)y = 0

となる。
∫
−(x+ 1)dx = − 1

2
x2 − xなので

D + x+ 1 = exp
(
− 1

2
x2 − x

)
D exp

(
1
2
x2 + x

)

を用いると，微分方程式は

exp
(
− 1

2
x2 − x

)
D exp

(
1
2
x2 + x

)
y = 0

となる。u = exp
(

1
2
x2 + x

)
y とおくと exp

(
− 1

2
x2 − x

)
Du = 0 より Du = 0 を得る。これを

積分すると u = C (定数)となる。exp
(

1
2
x2 + x

)
y = u = C より

y = C exp
(
− 1

2
x2 − x

)



を得る。

(3) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D + e2x)y = 0

となる。
∫
−e2xdx = − 1

2
e2x なので

D + e2x = exp
(
− 1

2
e2x

)
D exp

(
1
2
e2x

)

を用いると，微分方程式は

exp
(
− 1

2
e2x

)
D exp

(
1
2
e2x

)
y = 0

となる。u = exp
(

1
2
e2x

)
y とおくと exp

(
− 1

2
e2x

)
Du = 0 より Du = 0 を得る。これを積分す

ると u = C (定数)となる。exp
(

1
2
e2x

)
y = u = C より

y = C exp
(
− 1

2
e2x

)

を得る。

(4) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D2 − 5D + 6)y = 0

となる。(D − 3)(D − 2) = D2 − 5D + 6なので微分方程式は

(D − 3)(D − 2)y = 0

となる。v = (D − 2)y とおき，D − 3 = e3xDe−3x を用いて変形すると

e3xDe−3xv = 0

となる。u = e−3xv とおくと，Du = 0 を得る。これを積分すると u = C1 (定数)となる。e−3xv =
u = C1 より

v = C1e
3x

を得る。v = (D − 2)y = e2xDe−2xy より w = e−2xy とおくと e2xDw = C1e
3x なので

Dw = C1e
x

となる。これを積分すると

w = C1e
x + C2

なので，

y = we2x = C1e
3x + C2e

2x

となる。



(5) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D2 −D − 6)y = 0

となる。(D − 3)(D + 2) = D2 −D − 6なので微分方程式は

(D − 3)(D + 2)y = 0

となる。v = (D + 2)y とおき，D − 3 = e3xDe−3x を用いて変形すると

e3xDe−3xv = 0

となる。u = e−3xv とおくと，Du = 0 を得る。これを積分すると u = C1 (定数)となる。e−3xv =
u = C1 より

v = C1e
3x

を得る。v = (D + 2)y = e−2xDe2xy より w = e2xy とおくと e−2xDw = C1e
3x なので

Dw = C1e
5x

となる。これを積分すると

w =
C1

5
e5x + C2

なので，

y = we−2x =
C1

5
e3x + C2e

−2x

となる。
C1

5
を改めて C1 におき直すと

y = C1e
3x + C2e

2x

が得られる。

(6) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D2 + 1)y = 0

となる。(D − i)(D + i) = D2 + 1なので微分方程式は

(D − i)(D + i)y = 0

となる。v = (D + i)y とおき，D − i = eixDe−ix を用いて変形すると

eixDe−ixv = 0

となる。u = e−ixv とおくと，Du = 0 を得る。これを積分すると u = C1 (定数)となる。e−ixv =
u = C1 より

v = C1e
ix

を得る。v = (D + i)y = e−ixDeixy より w = eixy とおくと e−iDw = C1e
ix なので

Dw = C1e
i2x



となる。これを積分すると

w =
C1

2i
ei2x + C2

なので，

y = we−ix =
C1

2i
eix + C2e

−ix

となる。
C1

2i
を改めて C1 におき直すと

y = C1e
ix + C2e

−ix

が得られる。

(7) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D2 + 4)y = 0

となる。(D − 2i)(D + 2i) = D2 + 4なので微分方程式は

(D − 2i)(D + 2i)y = 0

となる。v = (D + 2i)y とおき，D − 2i = ei2xDe−i2x を用いて変形すると

ei2xDe−i2xv = 0

となる。u = e−i2xv とおくと，Du = 0 を得る。これを積分すると u = C1 (定数)となる。e−i2xv =
u = C1 より

v = C1e
i2x

を得る。v = (D + 2i)y = e−i2xDei2xy より w = ei2xy とおくと e−i2xDw = C1e
i2x なので

Dw = C1e
i4x

となる。これを積分すると

w =
C1

4i
ei4x + C2

なので，

y = we−i2x =
C1

4i
ei2x + C2e

−i2x

となる。
C1

4i
を改めて C1 におき直すと

y = C1e
i2x + C2e

−i2x

が得られる。

(8) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D2 − 2D + 1)y = 0

となる。(D − 1)(D − 1) = D2 − 2D + 1なので微分方程式は

(D − 1)(D − 1)y = 0



となる。v = (D − 1)y とおき，D − 1 = exDe−x を用いて変形すると

exDe−xv = 0

となる。u = e−xv とおくと，Du = 0 を得る。これを積分すると u = C1 (定数)となる。e−xv =
u = C1 より

v = C1e
x

を得る。v = (D − 1)y = exDe−xy より w = e−xy とおくと exDw = C1e
x なので

Dw = C1

となる。これを積分すると

w = C1x+ C2

なので，

y = wex = C1xe
x + C2e

x

となる。

(9) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D2 + 4D + 4)y = 0

となる。(D + 2)(D + 2) = D2 + 4D + 4なので微分方程式は

(D + 2)(D + 2)y = 0

となる。v = (D + 2)y とおき，D + 2 = e−2xDe2x を用いて変形すると

e−2xDe2xv = 0

となる。u = e2xv とおくと，Du = 0 を得る。これを積分すると u = C1 (定数)となる。e2xv =
u = C1 より

v = C1e
−2x

を得る。v = (D + 2)y = e−2xDe2xy より w = e2xy とおくと e−2xDw = C1e
−2x なので

Dw = C1

となる。これを積分すると

w = C1x+ C2

なので，

y = we−2x = C1xe
−2x + C2e

−2x

となる。

演習問題 6.4 次の微分方程式を実数値関数の範囲で解け。

(1) y′′ + y = 0 (2) y′′ + ω2y = 0 (0 6= ω ∈ R)
(3) y′′ − y′ + y = 0 (4) y′′ − 2y′ + 2y = 0



(1) 演習問題 6.4 (6)より複素数値関数の範囲では

y = C1e
ix + C2e

−ix

となる解が見つかっている。この中から実数値関数を探す。C1 =
1
2

, C2 =
1
2
とすると y1 = cosx

が見つかる。C1 =
1
2i

, C2 = − 1
2i
とすると y2 = sinxが見つかる。

C1, C2 を実数とするとき

y = C1 cosx+ C2 sinx

は与えられた微分方程式の解になっている。これ以外に解がないかどうかを調べる。今まで，その

ようなことをしていなかったのは演算子法で解をすべて見つけていたからである。この問題の場

合，cosxおよび sinxはたまたま見つけた解なので，厳密には他に解がないかのチェックが必要に
なる。このチェックには定理 6.2を使う。
y0 をこの微分方程式の任意の解とする。y0(0) = a0, y′0(0) = a1 とする。(2階の微分方程式なの

で初期条件を 2つ与えた。) y = C1 cosx+C2 sinxがこの初期条件を満たすとき，y′ = −C1 sinx+
C2 cosxなので，a0 = y(0) = C1 cos 0 + C2 sin 0 = C1，a1 = y′(0) = −C1 sin 0 + C2 cos 0 = C2

となる。逆に y = a0 cosx+ a1 sinxは y(0) = a0, y′(0) = a1 を満たす。y および y0 はともに微分

方程式の解であり，y(0) = y0(0)かつ y′(0) = y′0(0)が成立するので y0 = y すなわち

y0 = a0 cosx+ a1 sinx

が成立する。よって微分方程式の解はすべて

y = C1 cosx+ C2 sinx

の形をしていることが分かる。

(2) 演習問題 6.4と同様に解くと，複素数値関数の範囲では

y = C1e
iωx + C2e

−iωx

となる。この中から実数値関数を探す。C1 =
1
2

, C2 =
1
2
とすると y1 = cosωx が見つかる。

C1 =
1
2i

, C2 = − 1
2i
とすると y2 = sinωx が見つかる。

C1, C2 を実数とするとき

y = C1 cosωx+ C2 sinωx

は与えられた微分方程式の解になっている。これ以外に解がないかどうかを調べる。

y0 をこの微分方程式の任意の解とする。y0(0) = a0, y′0(0) = a1 とする。y = C1 cosωx +
C2 sinωx がこの初期条件を満たすとき，y′ = −C1ω sinωx + C2ω cosωx なので，a0 = y(0) =
C1 cosω0 + C2 sinω0 = C1，a1 = y′(0) = −C1ω sinω0 + C2ω cosω0 = C2ω となる。逆に y =

a0 cosωx+
a1

ω
sinωx は y(0) = a0, y′(0) = a1 を満たす。y および y0 はともに微分方程式の解で

あり，y(0) = y0(0)かつ y′(0) = y′0(0)が成立するので y0 = y すなわち

y0 = a0 cosωx+
a1

ω
sinωx

が成立する。よって微分方程式の解はすべて

y = C1 cosωx+ C2 sinωx



の形をしていることが分かる。

(3) 演習問題 6.4と同様に解くと，複素数値関数の範囲では

y = C1 exp

(
1 + i

√
3

2
x

)
+ C2 exp

(
1− i√3

2
x

)

となる。この中から実数値関数を探す。C1 =
1
2

, C2 =
1
2
とすると y1 = exp

(
1
2
x

)
cos
√

3
2
xが

見つかる。C1 =
1
2i

, C2 = − 1
2i
とすると y2 = exp

(
1
2
x

)
sin
√

3
2
xが見つかる。

C1, C2 を実数とするとき

y = C1 exp
(

1
2
x

)
cos
√

3
2
x+ C2 exp

(
1
2
x

)
sin
√

3
2
x

は与えられた微分方程式の解になっている。これ以外に解がないかどうかを調べる。

y0 をこの微分方程式の任意の解とする。y0(0) = a0, y′0(0) = a1 とする。

y = C1 exp
(

1
2
x

)
cos
√

3
2
x+ C2 exp

(
1
2
x

)
sin
√

3
2
x

がこの初期条件を満たすとき，

y′ =
1
2
C1 exp

(
1
2
x

)
cos
√

3
2
x−

√
3

2
C1 exp

(
1
2
x

)
sin
√

3
2
x

+
1
2
C2 exp

(
1
2
x

)
sin
√

3
2
x+

√
3

2
C2 exp

(
1
2
x

)
cos
√

3
2
x

なので，a0 = y(0) = C1，a1 = y′(0) =
C1

2
+
√

3C2

2
となる。逆に

y = a0 exp
(

1
2
x

)
cos
√

3
2
x+

2a1 − a0√
3

exp
(

1
2
x

)
sin
√

3
2
x

は y(0) = a0, y′(0) = a1 を満たす。y および y0 はともに微分方程式の解であり，y(0) = y0(0)か
つ y′(0) = y′0(0)が成立するので y0 = y すなわち

y0 = a0 exp
(

1
2
x

)
cos
√

3
2
x+

2a1 − a0√
3

exp
(

1
2
x

)
sin
√

3
2
x

が成立する。よって微分方程式の解はすべて

y = C1 exp
(

1
2
x

)
cos
√

3
2
x+ C2 exp

(
1
2
x

)
sin
√

3
2
x

の形をしていることが分かる。

(4) 演習問題 6.4と同様に解くと，複素数値関数の範囲では

y = C1 exp ((1 + i)x) + C2 exp ((1− i)x)



となる。この中から実数値関数を探す。C1 =
1
2

, C2 =
1
2
とすると y1 = ex cosxが見つかる。

C1 =
1
2i

, C2 = − 1
2i
とすると y2 = ex sinxが見つかる。

C1, C2 を実数とするとき

y = C1e
x cosx+ C2e

x sinx

は与えられた微分方程式の解になっている。これ以外に解がないかどうかを調べる。

y0 をこの微分方程式の任意の解とする。y0(0) = a0, y′0(0) = a1 とする。

y = C1e
x cosx+ C2e

x sinx

がこの初期条件を満たすとき，

y′ = C1e
x cosx− C1e

x sinx+ C2e
x sinx+ C2e

x cosx

なので，a0 = y(0) = C1，a1 = y′(0) = C1 + C2 となる。逆に

y = a0e
x cosx+ (a1 − a0)ex sinx

は y(0) = a0, y′(0) = a1 を満たす。y および y0 はともに微分方程式の解であり，y(0) = y0(0)か
つ y′(0) = y′0(0)が成立するので y0 = y すなわち

y0 = a0e
x cosx+ (a1 − a0)ex sinx

が成立する。よって微分方程式の解はすべて

y = C1e
x cosx+ C2e

x sinx

の形をしていることが分かる。

演習問題 ∗6.5 次が成立することを示せ。

2次式 ϕ(t) = t2 + at+ b に対し方程式 ϕ(t) = 0 は解 α, β を持つとする。微分方程式

(
D2 + aD + b

)
y = 0

を考える。この微分方程式の一般解は α 6= β のとき

y = C1e
αx + C2e

βx

であり，α = β のとき

y = C1xe
αx + C2e

αx

である。

ϕ(t) = 0 の 2解を α, β とすると，

D2 + aD + b = (D − α)(D − β)

と書けるので微分方程式を演算子を用いて書き直すと (D−α)(D+β)y = 0 となる。v = (D−β)y
とおき，D − α = eαxDe−αx を用いて変形すると

eαxDe−αxv = 0



となる。u = e−αxv とおくと，Du = 0 を得る。これを積分すると u = C1 (定数)となる。e−αxv =
u = C1 より

v = C1e
αx

を得る。v = (D − β)y = eβxDe−βxy より w = e−βxy とおくと eβxDw = C1e
αx なので

Dw = C1e
(α−β)x

となる。

ここで場合分けが必要になる。最初に α 6= β のとき，これを積分すると

w =
C1

α− β e
(α−β)x + C2

なので，

y = weβx =
C1

α− β e
αx + C2e

βx

となる。
C1

α− β を改めて C1 におき直すと

y = C1e
αx + C2e

βx

が得られる。

α = β の場合は

Dw = C1e
(α−α)x = C1

となる。積分すると

w = C1x+ C2

となるので，

y = weαx = C1xe
αx + C2e

αx

となる。

演習問題 ∗6.6 次が成立することを示せ。

ϕ(t) = t2 + at+ b = 0 は実数解を持たないとする。ϕ(t) = 0 の複素解を λ1 ± iλ2 とする。微分

方程式

(D2 + aD + b)y = 0

の実数値関数としての一般解は

y = C1e
λ1x cosλ2x+ C2e

λ1x sinλ2x

である。ここで C1, C2 は実数である任意定数。

演習問題 6.5よりこの微分方程式の解関数は複素数値関数としては

y = C1 exp ((λ1 + iλ2)x) + C2 exp ((λ1 − iλ2)x)

となっている。この中から実数値関数を探す。C1 =
1
2

, C2 =
1
2
とすると y1 = exp (λ1x) cosλ2x

が見つかる。C1 =
1
2i

, C2 = − 1
2i
とすると y2 = exp (λ1x) sinλ2xが見つかる。



C1, C2 を実数とするとき

y = C1 exp (λ1x) cosλ2x+ C2 exp (λ1x) sinλ2x

は与えられた微分方程式の解になっている。これ以外に解がないかどうかを調べる。

y0 をこの微分方程式の任意の解とする。y0(0) = a0, y′0(0) = a1 とする。

y = C1 exp (λ1x) cosλ2x+ C2 exp (λ1x) sinλ2x

がこの初期条件を満たすとき，

y′ = C1λ1 exp (λ1x) cosλ2x− C1λ2 exp (λ1x) sinλ2x

+C2λ1 exp (λ1x) sinλ2x+ C2λ2 exp (λ2x) cosλ2x

なので，a0 = y(0) = C1，a1 = y′(0) = C1λ1 + C2λ2 となる。逆に

y = a0 exp (λ1x) cosλ2x+
a1 − a0λ1

λ2
exp (λ1x) sinλ2x

は y(0) = a0, y′(0) = a1 を満たす。y および y0 はともに微分方程式の解であり，y(0) = y0(0)か
つ y′(0) = y′0(0)が成立するので y0 = y すなわち

y′ = C1λ1 exp (λ1x) cosλ2x− C1λ2 exp (λ1x) sinλ2x

+C2λ1 exp (λ1x) sinλ2x+ C2λ2 exp (λ2x) cosλ2x

が成立する。よって微分方程式の実数値関数の解はすべて

y = C1 exp (λ1x) cosλ2x+ C2 exp (λ1x) sinλ2x

の形をしていることが分かる。

演習問題 6.7 次の微分方程式を解け。

(1)
dy

dx
− 3y = e2x (2)

dy

dx
+ 2y = sinx

(3)
dy

dx
+ 3y = x2 + x (4)

d2y

dx2
− 2

dy

dx
− 3y = x+ 4

(5)
d2y

dx2
− 2

dy

dx
− 3y = sinx (6)

d2y

dx2
− 2

dy

dx
− 3y = e2x

(1) 微分方程式を演算子法を使って書き直すと

(D − 3)y = e2x

となる。D − 3 = e3xDe−3x なので u = e−3xy とおくと e3xDu = e2x なので

Du = e−x

となる。積分すると

u = −e−x + C

となる。よって

y = e3xu = Ce3x − e2x



となる。

(2) 微分方程式を演算子法を使って書き直すと

(D + 2)y = sinx

となる。D + 2 = e−2xDe2x なので u = e2xy とおくと e−2xDu = sinx なので

Du = e2x sinx

となる。この積分は数理解析ですでに学んでいるものである。復習も兼ねて一応解答を書いておく

(部分積分法)。

I =
∫
e2x sinxdx

=
∫ (

1
2
e2x

)′
sinxdx

=
1
2
e2x sinx−

∫
1
2
e2x cosxdx

=
1
2
e2x sinx− 1

2

∫ (
1
2
e2x

)′
cosxdx

=
1
2
e2x sinx− 1

4
e2x cosx− 1

4

∫
1
2
e2x sinxdx

=
1
2
e2x sinx− 1

4
e2x cosx− 1

4
I

より

I =
2
5
e2x sinx− 1

5
e2x cosx

を得る。よって

u =
2
5
e2x sinx− 1

5
e2x cosx+ C

となり，

y = e−2xu = Ce−2x +
2
5

sinx− 1
5

cosx

となる。

(3) 微分方程式を演算子法を使って書き直すと

(D + 3)y = x2 + x

となる。D + 3 = e−3xDe3x なので u = e3xy とおくと e−3xDu = x2 + x なので

Du = e3x(x2 + x)

となる。この積分は数理解析ですでに学んでいるものである。復習も兼ねて一応解答を書いておく



(部分積分法)。

I1 =
∫
e3xxdx

=
∫ (

1
3
e3x

)′
xdx

=
1
3
e3xx−

∫
1
3
e3xdx

=
1
3
e3xx− 1

9
e3x

I2 =
∫
e3xx2dx

=
∫ (

1
3
e3x

)′
x2dx

=
1
3
e3xx2 −

∫
1
3
e3x2xdx

=
1
3
e3xx2 − 2

3
I1

=
1
3
e3xx2 − 2

9
e3xx+

2
27
e3x

より

I = I1 + I2 =
1
3
x2e3x +

1
9
xe3x − 1

27
e3x

を得る。よって

u =
1
3
x2e3x +

1
9
xe3x − 1

27
e3x + C

となり，

y = e−3xu = Ce−3x +
1
3
x2 +

1
9
x− 1

27

となる。

(4) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D2 − 2D − 3)y = x+ 4

となる。(D − 3)(D + 1) = D2 − 2D − 3なので微分方程式は

(D − 3)(D + 1)y = x+ 4

となる。v = (D + 1)y とおき，D − 3 = e3xDe−3x を用いて変形すると

e3xDe−3xv = x+ 4

となる。u = e−3xv とおくと，Du = (x+ 4)e−3x を得る。これを積分すると

u = −
(
x

3
+

13
9

)
e−3x + C1



となる。よって

v = C1e
3x −

(
x

3
+

13
9

)

を得る。v = (D+ 1)y = e−xDexy より w = exy とおくと e−xDw = C1e
3x−

(
x

3
+

13
9

)
なので

Dw = C1e
4x −

(
x

3
+

13
9

)
ex

となる。これを積分すると

w =
C1

4
e4x + C2 −

(
x

3
+

10
9

)
ex

なので，

y = we−x =
C1

4
e3x + C2e

−x −
(
x

3
+

10
9

)

となる。
C1

4
を改めて C1 におき直すと

y = C1e
3x + C2e

−x −
(
x

3
+

10
9

)

が得られる。

(5) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D2 − 2D − 3)y = sinx

となる。(D − 3)(D + 1) = D2 − 2D − 3 なので微分方程式は

(D − 3)(D + 1)y = sinx

となる。v = (D + 1)y とおき，D − 3 = e3xDe−3x を用いて変形すると

e3xDe−3xv = sinx

となる。u = e−3xv とおくと，Du = e−3x sinxを得る。これを積分すると

u = −
(

3
10

sinx+
1
10

cosx
)
e−3x + C1

となる。よって

v = C1e
3x −

(
3
10

sinx+
1
10

cosx
)

を得る。v = (D+1)y = e−xDexy より w = exy とおくと e−xDw = C1e
3x−

(
3
10

sinx+
1
10

cosx
)

なので

Dw = C1e
4x −

(
3
10

sinx+
1
10

cosx
)
ex



となる。これを積分すると

w =
C1

4
e4x + C2 −

(
1
5

sinx− 1
10

cosx
)
ex

なので，

y = we−x =
C1

4
e3x + C2e

−x − 1
5

sinx+
1
10

cosx

となる。
C1

4
を改めて C1 におき直すと

y = C1e
3x + C2e

−x − 1
5

sinx+
1
10

cosx

が得られる。

(6) 与えられた微分方程式を演算子を用いて書き直すと

(D2 − 2D − 3)y = e2x

となる。(D − 3)(D + 1) = D2 − 2D − 3 なので微分方程式は

(D − 3)(D + 1)y = e2x

となる。v = (D + 1)y とおき，D − 3 = e3xDe−3x を用いて変形すると

e3xDe−3xv = e2x

となる。u = e−3xv とおくと，Du = e−x を得る。これを積分すると

u = −e−x + C1

となる。よって

v = e3xu = C1e
3x − e2x

を得る。v = (D + 1)y = e−xDexy より w = exy とおくと e−xDw = C1e
3x − e2x なので

Dw = C1e
4x − e3x

となる。これを積分すると

w =
C1

4
e4x + C2 − 1

3
e3x

なので，

y = we−x =
C1

4
e3x + C2e

−x − 1
3
e2x

となる。
C1

4
を改めて C1 におき直すと

y = C1e
3x + C2e

−x − 1
3
e2x

が得られる。


