
　工業数学 II第 2回試験問題解答　 2008–1–16 河野

箱の中は 解答 (選択肢) である。

1 このテストの問題がAの場合は 0に，Bの場合は 1を 12 にマークすること。問題はA，Bの
2種類あったがほとんどがAなので，ここではAの問題と解答をのせる。

2 積分 I =

∫

C

1

z − a
dzを計算しよう。ただしCは aを中心とする半径 rの円とする。

z(t) = a + reitとおく。ただし p = 0(00) ，q = 2π(44) とするとき tは p <= t <= qの範

囲を動くものとする。このとき
dz(t)

dt
= ireit(60)

なので
∫

C

1

z − a
dz =

∫ q

p

1

reit(55)

dz(t)

dt
dt = 2iπ(54)

となる。

3 関数 f(z)が単一閉曲線C上とその内部で正則とする。aがCの内部にあれば，自然数 nに対し

f (n)(a) =
n!

2πi

∫

C

f(z)

(z − a)n+1
dz

が成立する。

これを用いて I =

∫

C

z2

(z − 1)3
dz を計算しよう。ただしCは原点を中心とする半径 2の円と

する。n = 2(02) ，f(z) = z2(65) ，a = 1(01) とおくと f (n)(z) = 2(02) なので

I = iπ(52) f (n)(a) = 2iπ(54)

を得る。

4

I =

∫

C

ez

(z − 3)(z − 1)2
dz

を留数定理を用いて求めよう。ただし，Cは |z − 2| = 2とする。
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f(z) =
ez

(z − 3)(z − 1)2
とおく。円 Cの内部にある f(z)の特異点は pと qである。p < qと

すると，p = 1(01) ，q = 3(03) である。f(z)を pの回りでローラン展開すると

f(z) = − 1

2
e(73)

1

(z − p)2
+ − 3

4
e(70)

1

z − p
+ − 5

8
e(72) + · · ·

となるので留数はRes(p) = − 3

4
e(70) である。f(z)を qの回りでローラン展開すると

f(z) = 0(00)
1

(z − q)2
+

1

4
e3(82)

1

z − q
+ 0(00) + · · ·

となるので留数はRes(q) =
1

4
e3(82) である。

よって

I =

∫

C

ez

(z − 3)(z − 1)2
dz = 2πi Res(p) + 2πi Res(q) =

πi(e3 − 3e)

2
(gg)

となる。

5

I =

∫

C

z3 cos
1

z
dz

を留数定理を用いて求めよう。ただし，Cは |z − i| =
√

3とする。

f(z) = z3 cos
1

z
とおく。円Cの内部にある f(z)の特異点を pとすると p = 0(00) である。

f(z) = · · · + (−1)n+1

(2n + 2)!
(94)

1

(z − p)2n−1
+ · · · + 1

24
(28)

1

z − p
+ · · ·

となるので留数はRes(p) =
1

24
(28) となる。

よって

I =

∫

C

z3 cos
1

z
dz =

iπ

12
(46)

となる。
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